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摘要：为了对感兴趣区域运动信息进行估计，首先扩展中心切片定理并推导微分约束条件，然

后用有限 Hilbert 变换算法求出方位角与径向图像导函数，最后用改进的光流方程求解极坐标

系下的运动场。与一般运动估计算法相比，该算法不使用图像域差分运算计算导函数，因此具

有更高精度，并且极坐标系下的运动估计更加适合医学诊断需要。数值仿真也验证了该算法的

可行性。 
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感兴趣区域（Region Of Interest，ROI）重建为目前 CT 重建算法的研究热点
[1－8]

，涉

及到诸多深刻理论内容，包括截断数据重建、内部重建以及完全数据重建的充分必要条件

与不完全数据重建的充分条件等。ROI 重建的目的是从截断数据重建出 ROI 图像函数信息。

ROI 包含于视野（Field Of View，FOV）中，可重建区域可能比 FOV 略小。该研究方向的最

近科研成果有助于对内部问题的正确理解
[2]
。ROI 重建属于不完全数据重建，对应的充分条

件与完全数据重建的充分必要条件有显著不同。在速降函数空间，H-L（Helgason-Ludwig）

一致性条件可以看作是完全数据重建的充分必要条件
[9]
。 

同时，CT 重建中的运动校正也得到持续的关注。人体自身运动会导致运动伪影，降低

重建图像临床诊断价值，因此必须予以有效校正
[10－14]

。Crawford 等
[10]

为呼吸伪影校正建立

了呼吸运动模型，用放大模型有效地改进了平移模型；说明极坐标系运动场方程有可能更

适合特定医学诊断需要。Yu 等成功地将 H-L 一致性条件与 CT 运动校正相结合
[11]

。Yu 等对

基于光流方程运动场估计在CT运动校正中的应用也进行了深入研究
[12]

。Katsevich对 Local 

Tomography 中的运动补偿进行仔细的数学分析
[13]

。King 等以反投影滤波算法（BPF）为基

础对 ROI 运动补偿进行研究
[14]

。 

本文首先得到一个由偏微分等式表达的微分约束条件；然后以该 CT 重建必要条件为基

础，构造 ROI 图像导函数重建算法；最后以该重建算法为基础，设计出一个运动估计算法。

该运动估计算法包含几个特点： 

（1）基于 ROI 重建，减少放射剂量
[14]

； 
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（2）极坐标系下导函数重建，适应人体特定运动模式特点
[10]

，提高图像梯度重建精度
[15]

； 

（3）流方程运动估计，降低运动模型要求
[12]

。 

1 理论基础 

1.1 Radon 变换 

给定二维空间中任意点 2
1 2( , )x x x  与 2

1 2( , )y y y  ；又给定任意单位方向矢量

1
1 2( , ) (cos , sin ) S       ，其中 为矢量 从 1x 轴开始旋转的角度。如果 ( )f x 为具有

紧支撑且充分可微有界图像函数，则其 Radon 变换定义为
[9]
 

2

R ( , ) ( ) ( )df s f x s x   


x                      （1） 

其中 s为投影位置， 为迪拉克广义函数。 

1.2 中心切片定理 

根据 Radon 变换与 Fourier 变换定义，中心切片定理表述如下
[9] 

(R ) ( , ) ( )f f                               （2） 

其中符号 与 分别表示一维与二维 Fourier 变换。容易验证有如下扩展中心切片定理： 
 

    R ( ) ( , ) ( ) ( )w f w f    
 

                     （3） 

其中 ( )w  为任意有界函数；对函数 ( )w  无支撑紧性要求。 

1.3 微分约束条件 

根据 Radon 变换定义有如下关系
[9]
 

 R ( , ) R( ) ( , )k
k

f s x f
s

 

 

 
 

 s （4）

其中 。进一步推导，有如下结果 

                   

1, 2k 

   

1 2

1 2

R ( , ) R ( , ) R ( , )

R ( ) ( , )

f s f s f s

x f s
s

 
  

   

 


   

 
   









          （5） 

其中 (sin , cos )     。本文将式（5）称为微分约束条件，为 CT 重建的一个必要条件。 
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2 ROI CT 重建 

建 

 

2.1 方位角导函数重

根据微分约束条件，有如下推导过程：

   

   

2 2

2
0 0

2 2

0

R ( , ) d R ( ) ( ) ( , ) d

2 ( ) R ( ) ( ) ( , ) d d

s x

i x

f s y f y x
s s

i y f y e



 

   


     

 


 

 


  



     
  

 

 

 



       （6） 

利用扩展中心切片定理（式（3）），可进一步得到 

  
    

 

2
2

0 0

2
1 2

0

2
1 2

0

R ( , ) d 2 | | ( ) ( ) ( ) | | d d

2 sgn( ) ( ) sin ( )cos ( ) | | d d

sgn( sin )
2 ( ) ( )( sin ) ( ) ( )( cos ) |

i x
s x

i x

i x

f s y f y e
s

y f y y f y e

iy f iy f e
i

 


 

 

       


       

         

  
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 | d

2

22
2 1

1 2

1 2 2 1
2 1 1 2

d

sgn( ) ( ) ( )
2 d

( ) ( ) ( ) ( )
2 H 2 H

i v x

y x

v F v F v
v v e v

i v v

f y f y f x f x
y y x x

y y x x



 





  
       

      
                






 （7） 

其中 1 2( ) ( , )F v F v v 为 ( )f y 的二维Fourier变换； 为沿着图像域垂直方向的一维Hilbert

[1]
；sgn 为符号函数。如

H

变换 果图像垂直方向的有限支撑完全包含于 FOV 中，则可采用有限

Hilbert 变换进行数值求解
[16]

， 

 
2

1 2 1
1 2 0

( , ) ( , ) 1
( , ) H R ( , , ) d

2π s x

f x t f x t
I x t x x f s t

x x s 
 





 

   
         

      （8） 

其中 1( , )I x t 是图像函数 ( , )f x t 的方位角导函数。时间变量 t 是为了在下文中构建运动估计

重建 

 

算法而添加的。 

2.2 径向导函数

与此同时，有如下推导过程：
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 
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   （9） 

利用扩展中心切片定理（式（3）），可进一步得到 
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（10） 

则有 
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 
2

2 1 2 2
1 2 0

( , ) ( , ) 1
( , ) H R ( , , ) d

2 s x

f x t f x t
I x t x x s f s t

x x s 
 



 

   
        

     （11） 

其中 2 ( , )I x t 是图像函数 ( , )f x t 的径向导函数。时间变量 t 也是为了在下文中构建运动估计

算法而添加的。特别强调的是，当没有时间变量 t 时式（8）与（11）为精确成立；而添加

量 t 后 11）为

觉研究中，常采用如下光流方程估计图像运动场
[17]

， 

时间变 式（8）与（ 近似成立。考虑到现代医学诊断 CT 设备亚秒级别的旋转速

度，相对人体某些部位的慢速运动这种近似的精度基本可以保证
[12]

。 

3 运动估计 

在计算机视

1 2
1 2

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , )

f x t f x t f x t
v x t v x t

  
    

x x t  
            （12） 

其中 1( , )v x t 与 2 ( , )v x t 分别为直角坐标系下水平与垂直方向速度分量。但是在特殊情况下，

极坐标系运动场方程有可能更适合医学诊断需要
[10]

， 

1 2

( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )s

f x t
I x t v x t I x t v x t x

t


  


             （13） 

其中 为欧几里德范数， ( , )v x t 与 ( , )sv x t 分别为极坐标系下方位角与径向速度分量。式

（12）与（13）之间有如下关系， 

1 2 1

2 1 2

( , )( , ) 1
( , )( , ) s

v x tv x t x x

v x tv x t x xx
     

     
    

                   （14） 

先由 1( , )I x t 与 2 ( , )I x t 通过式（13）反解出 ( , )v x t 与 ( , )sv x t ，然后再通过式（14）求出 1( , )v x t

与 2v x 将比直接由( , )t ，
1

( , )f x t

x
与



2

( , )f x t

x




通过式（12）反解出 1( , )v x t 与 2 ( , )v x t ，

确稳定。 

4 数值结

更为精

果 

体的参数，共包含 9 个椭圆子区域。μ为线性衰减系

数增量，a 与 b 为椭圆半轴长度，

4.1 运动数学模体定义与投影仿真 

表 1 中列出用于设计运动前数学模
0 0 0

1 2( , )x x x 为椭圆中心坐标。模体大小为 513 × 513，平

行束投影大小为 729 × 360。运动前数学模体参见图 1（a）,对应的平行束投影参见图 1（b）。

运动前、后数学模体基本相似，只是将椭圆子区域 3 沿着水平方向做微小移动。如此设计

数学模体便于获取截断投影数据，截断时将最外部 70％的投影数据强制为零。 
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表 1 数学模体参数定义 

Table.1 The parameter definition of mathematical phantom 

No. μ α b 0
1x  0

2x  

1 0.20 0.25 0.50 0.00 0.00 

2 0  0  0  -0.15 0.00 

-0

-0 -

-

-

.80 .05 .05

3 0.10 0.06 0.10 0.15 0.00 

4 .20 0.15 0.20 0.00 0.25 

5 .20 0.15 0.20 0.00 0.25 

6 0.20 0.12 0.12 0.00 0.70 

7 0.80 0.06 0.06 0.00 0.70 

8 0.20 0.12 0.12 0.00 0.70 

9 0.80 0.06 0.06 0.00 0.70 

 

 

（a） 

 
（b） 

图 1 （a）数学模体 像及其（b）平行束投影图

Fig.1 (a) Mathematical phantom image and (b) its parallel-beam projection image 
 

4.2 极坐标

针对图 1（b）中的平行束投影图像，按照式（8）与（11）确定出导函数

图 像 

系下运动估计 

1( , )I x t 与 2 ( , )I x t

必要的

，

重建结果参见图 2（a）与 2 图 2（b）。重建和运动估计算法实现过程中，需进行

差分 像。图 e）为近似。图 2（c）与图 2（d）分别为运动前、后数学模体的重建图 2（

图 2（c）与图 2（d）的差异图像，从中可以注意到椭圆子区域 3 沿着水平方向的微小

移动。导函数 1( , )I x t 与 2 ( , )I x t 重建后，按照式（13）确定出 ( , )v x t 与 ( , )sv x t ，然后通过

式（14）求出 1( , )v x t 与 2 ( , )v x t ，运动估计结果参见图 2（f）。图 2（f）的背景为局部重

建图像，具体位 图 中用黄色方框标出。通过比较 2（ 数学模体运

动区域与图 2（ 幅度较大区域有非常好的吻合，从而直接验证了 ROI 运动

估计的可行性。 

置在 2（d） 可见图 e）中

f）中运动矢量
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（a）  1 ,I x t  

 

（b）  2 ,I x t  

 

（c）  ,f x t  

 
（d）  ,f x t t   

 

（e）      , , ,f x t f x t t f x t      

 

（f）  ,v x t
  

图  数值仿真结果 

Fig.2 Numerical simulation results 

 

5 结论 

本文采用扩展中心切片定理与微分约束条件，构造出极坐标系下图像导函数的重建算

算法适用于感兴趣区域重建。进一步以该重建算法与光流方程为基础，得到感

兴趣区域运动估计算法。数值仿真试验也验证了感兴趣区域运动估计的可行性。特别

从而可取得更高精度与稳定性。 

2

法，该重建

值得

注意的是，与一般运动估计方法相比，本文算法不采用差分运算逼近图像空间梯度函数，
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struction in the Region of Interest 
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Abstract: To estimate (ROI), firstly central slice theorem is 
generalized and diffe sform algorithm is 
adopted to evaluate the nd radial directions, respectively. 
Finally, the motion vector field in the polar coordinate system is determined by an improved equation of optical 
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the motion information in the region of interest 
rential constraint condition is derived. Secondly, the finite Hilbert tran

 partial derivatives of image function along the azimuthal a

flow. Compared with general motion estimate methods, the proposed method is not required to calculate the 
derivatives using the difference operation in image domain, therefore may show a much higher accuracy, and the 
motion vector field in the polar coordinate system is much suitable for medical diagnostic requirement. The 
feasibility of the proposed algorithm has been also validated by using numerical simulation. 

Keywords: central slice theorem; Hilbert transform; motion estimate; optical flow 
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