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摘要：本文针对有限角度的投影数据的 CT 图像重建问题，提出了一种基于数据外插改进的 ART

算法。该算法的基本思想是运用已知角度的投影数据来补全未知角度的投影数据，再用 ART 算

法进行图像重建。最后用模拟的投影数据进行了重建图像的数值实验。实验结果表明该算法不

但提高了重建图像质量，同时也提高了图像迭代的收敛速度。 
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有限角 CT 图像重建在医学、工业检测等领域都有着实际的应用背景，如医学中需要通

过减少投影数据来降低辐射剂量；工业检测中需要通过减少投影数据来提高检测效率
[1－2]

。

有限角度图像重建的问题属于不完全投影数据图像重建的范畴，如果对扫描角度小于180°

的投影数据进行重建，那么这就是有限角度重建
[3]
。在数学上，有限角度 CT 图像重建通常

被认为是欠定性问题。直接用解析重建算法对有限角度的投影数据进行图像重建，往往得

不到理想的图像；而在迭代算法中，代数重建法（ART）是最具代表性的，由 Gorden 等
[4]

提出的,该算法是将一个投影值看成一个方程，这样的话，问题就转化成求解方程组的问题，

从而对投影数据完整性的要求就降低了，因此适合于有限角图像重建
[5]
。 

但不能说 ART 算法没有缺点，它最大的缺点是重建时间长，用硬件来实现时存在很大

困难，这将导致应用到工业领域中的局限性。因此缩短 ART 算法的重建时间成了众多学者

近年来深入研究的一个重要方面，另外，对重建图像质量的改进也成了另一个重要方面
[6]
。

孔慧华
[7]
通过选择投影数据的访问顺序和选择合适的松弛因子来提高图像重建质量，但这些

适合于精确图像重建，而对于有限角图像重建，效果并不理想。本文首先对 ART 算法及其

原理进行了介绍，然后针对有限角度重建的图像质量差以及重建时间长的问题，提出了一

种改进的 ART 算法，最后通过数值仿真实验验证了本文方法在图像质量和重建速度方面的

有效性。 

1 ART 算法原理简介 

迭代重建算法与解析重建算法的最大区别在于迭代重建算法一开始就得把连续的图像

 ,f x y 离散化。而ART算法是迭代重建算法中的一种算法，因此，首先将连续的图像  f ,x y
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离散化，即将待重建的未知图像  ,f x y 离散成一个 n n N 

, , M

的重建图像网格，这样也就把

整个图像区域划分为 个有限像素。再根据成像的物理过程和相应的数学模型
[8]
，重

建图像和投影数据之间的关系，建立代数方程组，从而把图像重建问题转化为解线性方程

组的问题
[9]
，如下式： 

n n N 

1

N
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j

p w


  ij jf    1, 2i                         （1） 

其中， ip 表示第 i 条射线的投影值， jf 表示第 j 个像素（网格）内的常数值， 为权因子，ijw
M 为射线总数。由于 M 和 在实际情况中的值都很大，所以很难用一般的矩阵理论来求

解方程组，而通常是采用迭代法，其迭代公式如下： 
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式中， 为迭代次数，k 为松弛因子，一般取 0 2  。ART 算法的具体步骤
[10]

如下： 

1）给未知量 jf 定义初值： 

   1, 2, ,0
j jf f j  J

jf

i

                         （3） 

2）计算第 i 个方程的估计值： 
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3）计算误差： 

*
i ip p                                 （5） 

4）计算第 i 个方程的修正值： 
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5）对 jf 的值进行修正： 

 0
j j ijf f C                               （7） 

这里只对该条射线所穿过的像素进行修正，其他像素 0ijr  ，因而 0ijC  ，所以其值保持不

变。 

6）将前面修正好的 jf 代入下一个方程，重复步骤（2）到（5），如此循环直到做完第 I

个方程，就完成了第一轮迭代。 

7）以上一轮迭代的结果作为初值，重复（2）到（5）可得第 轮结果，从而得到一个

序列

K
       0 1 2, , , ..., Kf f f f ，若符合收敛要求,即对事先给定的很小的正数存在正整数 ，

使得当 时，有

K

k K    1 , 1, 2, ,k k
j jf f j    J 。 

2 基于数据外插改进的 ART 算法 

有限角度的投影数据属于不完全投影数据，而我们知道投影数据的完整性直接影响着

重建图像的质量。针对此问题，本文对 ART 算法进行了改进，运用了 GP 算法
[11－12]

的主要思

想，对有限角度投影数据中的未知角度投影数据进行了补全。GP 算法的主要思想是运用已

知角度的投影数据重建图像，再用重建的图像对未知的投影数据进行补全。 

下面介绍一下 GP 算法的迭代过程（用算子形式表示）： 

   1
1

n nf T f f                               （8） 

其中，T f 表示作用于图像 f 的线性积分算子， 1f 表示初始图像。在不完全投影数据的图像

重建问题中，可用图 1概括 GP 算法
 [13]

。 

 

已知的不完全投影数据
+未知的投影数据初值

投影先验信息

图像校正

再投影

图像先验信息反投影

校正未知的投影

 
图 1 不完全投影数据图像重建 GP 算法框图 

Fig.1 The block diagram of incomplete data image projection of the GP algorithm 

 

由于 ART 算法的迭代过程是压缩映射过程，那么基于数据外插改进的 ART 算法的迭代

过程也是压缩映射过程。这样看来，新算法的迭代过程符合 GP 算法的迭代过程。新算法的

具体步骤如下： 
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1）定义未知投影数据的初始值  0x ，运用 ART 算法得到一幅初始图像  0f ； 

2）运用 ART 算法的反投影，即： 

   1 0

1

J

i ij
j

jx w f


    1, 2, ,i M                        （9） 

可以得到第一次补全后的投影数据  1x ，对  0x 进行修正； 

3）用修正后的投影数据  1x 进行 ART 算法重建，得到图像  1f ； 

4）对图像  1f 进行非负约束，即， 
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5）将以上一轮迭代的结果作为初值，重复过程（2）到过程（3），可以得第 轮结果，

从而得到一个序列

K
       0 1 2, , , , Kf f f f ，若符合收敛要求，即对事先给定的很小的正数 存

在正整数 ，使得当 时，有K k K      1 , 1, 2, ,k k
j jf f j    J 。 

值得注意的是，对步骤（1），初始图像  0f 的选取在算法的实际运行中是相当重要的，

初始图像  0f 选择的合理，能使迭代结果  Kx 很快收敛于真值，这方面还有待研究。 

3 实验结果及分析 

本文算法是针对有限角图像重建的，而有限角图像重建往往会出现如下情况是：被检

测对象在某些角度比较狭长，无法通过这些角度进行扫描，造成了这些角度投影数据的缺

失。据此，本文的数值仿真实验以 Shepp-Logan 头模型作为重建对象，重建图像为 256 × 256，

在 0～110°范围内每隔 1°均匀采样，获取有限角度的投影数据。给投影数据加入 0.000 5

的随机噪声，每个投影角下的射束为 256，初始值取 0，松弛因子 λ = 0.5，成像几何方式为

扇束。经过多次实验，可以发现初始图像的选择影响着图像的收敛速度，本文选择 ART 算

法迭代 10 次的图像作为初始图像，同时本文实验只对不完全投影数据进行一次补全，相对

提高了速度。 

为了客观地评价重建质量，采用归一化均方距离判据 d，归一化平均绝对距离判据 r 和

最坏情况距离判据 e，这三个评价指标
[14]

对重建图像进行量化比较。需要指出，这三个评价

方法是针对不同类型的图像误差，所以它们的敏感程度是不同的。其中，d 指的是少数点所

产生的比较大的误差，r 指的是对大多数点均有的一些小误差，而 e 则反映的是原始图像与

重建图像之间的最大密度偏差。显然，这三个指标的数值的大小反映着图像质量的好坏。

如果它们的数值越小，那么表明重建图像与原始图像就越接近，也就是说重建图像的质量

越好；相反，如果它们的数值越大，那么表明重建图像与原始图像就越疏远，也就是说重

建图像的质量越差。 
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图 2 原始图像                      图 3 本文算法重建图像（迭代 20 次） 

Fig.2 The original image               Fig.3 The reconstruction image by  
using this paper’s algorithm 

 

            

图 4 ART 算法重建图像（迭代 20 次）                  图 5 GP 算法重建图像 

Fig.4 The reconstruction image               Fig.5 The reconstruction image  
by using ART algorithm                        by using GP algorithm 

 

表 1 仿真重建算法性能分析 

Table 1 The performance analysis of the simulation results 

重建算法 迭代次数 d r e 迭代时间/s 

本文算法 20 0.220143 0.150312 0.171469 121 

ART 算法 20 0.342065 0.283979 0.293765 197 

GP 算法 20 0.286034 0.216147 0.202638 158 

 

由图 3、图 4和图 5 可以看出，由于投影数据的缺失，ART 算法所重建图像的部分边缘

不清晰，对比度低，平滑性较差，伪影较多，而 GP 算法所重建的图像很好地控制了边缘，

但图像的伪影仍较多，本文算法所重建的图像较前两种算法所重建图像就清晰得多，更好

地控制了图像边缘，对比度较高，图像的灰度变化也较平缓。 

表 1 中的比较都是针对图 2 进行的，从表 1 中，我们可以看出在相同的迭代次数下，
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本文提出的算法比 ART 算法和 GP 算法在减小误差方面有了明显的改善。同时，通过比较可

以看出，本文所提出的改进算法具有如下优点：①本文算法能够更好地抑制图像的噪声和

边缘伪影，同时图像的对比度较高；②在迭代次数相同的情况下，所得到的结果较其他算

法好；③在迭代次数相同的情况下，本文算法的收敛速度快。 

4 结论 

综上所述，本文针对有限角度重建图像的问题，提出了基于数据外插改进的 ART 算法。

该算法运用了 GP 算法的主要思想，对有限角度的投影数据中的未知角度投影数据进行了补

全，同时，相对地提高了重建速度。仿真实验结果表明：本文算法对于有限角度的投影数

据重建可以得到较高质量的图像。但在角度的缺失范围以及初始图像的选择等方面，还有

待进一步的研究。 
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Base on Date Extraplation Improve  
ART Iterations Algorithm 

LI Yi, PAN Jin-xiao 

(Department of Mathematics, North University of China, Taiyuan 030051, China) 

Abstract: In order to reconstruct high-quality image from projection data at limited angle, we develop an 
improved fast iterative reconstruction algorithm. The basic idea of this algorithm is that used the perspective of 
data to complete unknown perspective projection data is applied, and the image can be made by Algebraic 
Reconstruction Technique (ART). In the end, we have performed numerical experiments using computer 
simulation data. Experimental results demonstrate that the proposed algorithm not only improves the quality of 
image reconstructed, but also significantly increases the convergence speed of iteration image. 

Key words: limited angle; incomplete projection data; image reconstruction; iterative algorithm 
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