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摘要：非标准快速傅里叶变换算法是一种用于处理非标准采样的快速算法，在信号处理领域有

着广泛的应用。本文回顾了 NUFFT 算法的历史和发展，对通用的算法实现形式做了详细描述，

介绍了该算法的最新进展和研究方向。对 NUFFT 算法在 CT 重建中的应用，如傅里叶重建，迭代

重建，稀疏采样重建等也做了介绍。 
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快速傅里叶变换算法（Fast Fourier Transform，FFT）的出现，是数字信号处理

发展史上的一个里程碑
[1]
。Cooley 和 Tukey 提出的 FFT 算法，将 N 点数据的离散傅里叶

变换（Discrete Fourier transform，DFT）的计算量由 减少为 ，使得

快速计算成为可能。它的出现引起了人们极大的兴趣，得到了迅速发展并广泛应用于科

学技术的各个领域。在当今的世界中，FFT 算法几乎无处不在，深刻影响了人类的生活，

由于它对人类社会做出的重大贡献，因而被评价为二十世纪十大算法之一
[2]
。 

2( )O N ( log )O N N

遗憾的是，FFT 算法对时域和频域数据的采样具有严格的要求，其数据分布局限于

均匀分布的标准网格上。而实际应用中，往往出现数据采样分布于非均匀网格上的情形，

即非标准离散傅里叶变换（Nonuniform Discrete Fourier Transform，NDFT）问题，

如雷达信号处理
[3]
、计算机断层成像

[4]
、磁共振成像

[5]
、超声成像

[6]
等等，传统的 FFT 算

法对此束手无策。为了克服传统 FFT 算法的这一局限性，利用其快速特性，以避免直接

计算 DFT 而付出的沉重代价，非标准快速傅里叶变换（NonUniform Fast Fourier 

Transform，NUFFT），或称为非均匀快速傅里叶变换（Non-equispaced Fast Fourier 

Transform）应运而生。 

NUFFT 算法最早可以上溯到天文学领域，1975 年，Brouw
[7]
提出了 gridding 方法，

用于实现极坐标网格采样的离散傅里叶变换，这一方法被 O’Sullivan 引入到 CT 图像

重建领域
[8]
，随即在 MRI 图像重建中也得到了应用

[9]
。1993 年，Dutt 等

[10]
正式研究

了 NDFT 问题的五种基本格式，给出了快速算法，并分析了其误差特性，这可以看做

是 NUFFT 算法的首次出现。从此，NUFFT 算法得到了广泛地关注，新的研究成果不断

涌现
[11－31]

。 
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目前，NUFFT 算法已经在众多领域得到了广泛运用。多分辨分析中很多新兴方法的实现

也有赖于 NUFFT 算法的贡献，如 Ridgelet 和 Curvelet 变换的快速计算
[31－32]

；傅里叶变换

是求解微分方程的有力工具，NUFFT 算法的发展使它在处理实际问题时具有更多的灵活性；

NUFFT 在带限信号恢复、滤波器设计
[33]

中也发挥了其快速计算优势；在成像领域，它更成为

CT 重建、MRI 成像、雷达信号处理中强有力的工具。 

1 NDFT 问题 

给定均匀分布的采样 nx ， 0,1, , 1n N  ，N 离散时间傅里叶变换（Discrete Time 

Fourier Transform，DTFT）为
[34]

： 
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 X  是周期为 的连续函数，当频域的目标采样点也被离散化为均匀分布的 个格点2π N

 2j π 1, , 1j N j N 0,  时，即可利用 FFT 快速计算： 
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然而在实际问题中，我们经常需要在频域内计算一组非均匀分布格点上的傅里叶变换值，

即 2πj jv  ，  0,1 0,1, , 1jv j M   的情形，即要处理三角多项式， 

   
1

0

exp 2π
N

j n
n

X v x i nv




  j                        （3） 

实际应用中，又往往写成如下形式： 

   
/ 2 1
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exp 2π
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j n
n N

X v x i nv

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其中， 2, , 2 1j M M   ，  1 2,1 2jv   ，这一形式被称为 NDFT。（4）的形式通

常被称为第二类 NDFT 问题，显然，直接计算需要 的复杂度，当计算规模较大时是

很不切实际的，因而需要寻求快速高效的算法。 

(O NM )

2 NUFFT 算法 

2.1 概述 

Ware
[21]

在综述性文章中介绍了 NDFT 问题的快速计算方法，如三次样条插值，局部

Chebyshev 近似，欧拉和加速方法，拉格朗日多项式插值算法等。这些算法利用 FFT 计算标

准网格上的离散傅里叶变换值，通过局部级数展开，利用各种插值方法近似计算出目标网

格上的值，与后来流行的各种高效 NUFFT 算法有着紧密的联系，可以看作是 NUFFT 算法的
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雏形。 

NUFFT 算法与 gridding 方法具有紧密的联系。早期的 gridding 方法
[7－9，35－39]

主要针对

频域采样为非均匀直角坐标网格的问题，如 CT 中的极坐标网格采样、MRI 中的螺旋采样等，

傅里叶重建需要将这些非均匀网格采样点插值到直角坐标下。简单的插值方法往往导致较

大的误差，gridding 方法则是一种改进的网格化方法。其基本思路是，对于非均匀分布的

采样 f̂ ，首先用一个卷积核 进行平滑，得到平滑后的直角坐标采样ŵ ˆˆ ˆ *g w f ，这样便可

以利用傅里叶反变换计算出 g wf ，最后，从 去除 的影响便得到了重建结果g w f 。与

直接插值方法相比，由于 的平滑作用，大大减小了插值误差，使得 gridding 的结果有很

高的准确性。gridding 实际上也是一种特殊的二维 NUFFT 算法，由不均匀分布的频域采样

计算标准网格分布的空域值，也通常被称作第一类 NDFT 问题。通用的 NUFFT 算法在很大程

度上受到了 gridding 方法的影响。 

ŵ

Dutt 等
[xx]

提出了 NDFT 问题及其逆问题的 5 种基本形式，他们研究了如下形式的函

数： 

   2

, 1/ 2, π, πbx icxx e e b x                        （5） 

利用截断的傅里叶级数作为对 的极好近似，证明了如下定理： icxe

定理 1[10] 

假设有实数 ， ，并令整数 ， ，则，对任意1/ 2b  ,c d  0 2m  4 πq b  ,x d d  ， 
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其中， 
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定理说明，任何具有形式 的函数，都可在实轴上的任意有限区间内以形如 的

有限项来近似，并且项数与 无关。据此他们提出了快速算法，基于与 gridding 方法类似

的思路，首先采用适当的尺度因子修正了原始数据，随即利用 FFT 计算出一个过采样的中

间序列，最终插值到目标网格上去。 

icxe
c

2bx ikxe e

Dutt 等给出的快速算法为之后迅速流行的通用 NUFFT 算法奠定了基础。1995 年，他们

又提出基于快速多极算法（Fast Multipole Method，FMM）来进行快速计算
[11]

。同时 Beylkin

从连续傅里叶变换出发，通过将已知函数向多分辨子空间投影的方法，使用 B 样条曲线函
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数作为子空间基函数，从另一个角度得到了 NDFT 问题的一种快速算法
[12]

。Potts 和 Steidl

等
[13－14]

统一了 Dutt 和 Beylkin 的算法，提出了 NUFFT 算法的一种通用形式，给出了其矩阵

形式表达，并进行了进一步的误差分析。 

大部分的 NUFFT 算法都采用了过采样技术，利用时域和频域都具有较好集中性的窗函

数 来进行计算。一般的，通用的 NUFFT 算法可以分为 3 个步骤： 

1）使用窗函数对原始数据进行加权； 

2）计算过采样 FFT； 

3）使用窗函数与过采样 FFT 的结果进行卷积，实际上是对目标网格点进行邻域插值。 

其中，窗函数根据在加权和卷积时所起的不同作用，一般也被称为尺度因子和插值

算子。 

Nguyen 等
[15]

在 Dutt 算法的基础上，提出了规则傅里叶矩阵的概念，将 NUFFT 的计算转

换为最小二乘问题，给出了最小二乘意义上的最优解，改善了其误差特性。Fourmont 等则

在算法中使用了 Kaiser-Bessel 窗，并将 NUFFT 运用于直接傅里叶重建，得到了很好的结

果
[16]

。Fessler 等
[17]

提出了最小-最大 NUFFT 方法，基于使 NUFFT 在最差情况下的估计误差

达到最小化的目的来设计插值算子。Greengard 等
[18]

对 NUFFT 算法做了进一步改进，针对高

斯函数的特性，采用了分裂方法，避免了重复计算，大大减少了传统 NUFFT 算法中预计算

所需占用的存储空间，并提高了计算速度。Greengard等
[19]

研究了更具普遍性的第三类NUFFT

问题。Anderson 等
[20]

也采用了过采样技术，但其算法与通用的 NUFFT 方法略有不同，它是

通过计算过采样序列相应的 DTFT 的各阶导数值，采用 Taylor 展开法来近似计算目标格点

的傅里叶变换值。 

2.2 通用 NUFFT 算法 

Potts 等
[xx]

从频域角度出发，给出了 NUFFT 算法的一种通用形式。 

考虑函数， 

                            （8）  
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 X v 的周期为 1，NDFT 问题（4）即为计算  X v 在离散采样点 jv 的值。引入过采样因子

1  ，以及 K N 。引入适当的窗函数，将其以 1 为周期进行延拓得到： 
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 v 具有绝对收敛的傅里叶级数： 
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记  : 2 2 1NI n N n N     ，用如下函数来近似  X v ： 
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转换到频域中表达可得到： 
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其中， 
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假设当 n 充分大，如 2n K 时，傅里叶级数  nc  足够小，并且当 Nn I 时， ，

为使

  0nc  

 1s v 是  X v 的良好近似，比较（4）和（12），下式成立： 
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这样，利用长度为 的 FFT 可计算出K kg 的值，此时的  1/ nc  通常也称为尺度因子，它在

进行过采样 FFT 之前起到预先平滑的作用，能够部分地消除目标网格分布不均匀带来的影

响。若 在时域有很好的集中性，可被具有紧支撑的函数 近似，其支撑区间满足

 supp , , 2J K J K J K    ，则（20）式可被截断，计算  jX v 时至多只需要其邻域

的 2J 个点参与运算，大大减少了计算量，从而得到  jX v 的近似表示： 
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其中，    , : :K J j N j jI v k I Kv J k Kv J      ， 为 以 1 为周期进行延拓的结果。由此，

得到 NUFFT 的快速算法，其复杂度为     logO K 2 1K MJ  。 

算法 1 （NUFFT 算法） 

输入：  , 1, : , 1 2, 1 2 ,j nN K N v x     C  
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预计算：  nc  ， j
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1）加权，计算  ˆ : / ,n n n Ng x c n I  ； 

2）过采样 FFT，计算 2π /1
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输出：  js v 为对  jX v 的良好近似。 

窗函数的选择是一个关键性的问题，理想情形下，它在频域是具有紧支撑的，从而使

得（12）式的截断误差为 0；在时域也应当有很好的能量集中性质，从而使得使用 近似时

的截断误差尽量小。遗憾的是，满足这样条件的精确解椭圆长球波函数（Prolate Spheroidal 

Wavefunction，PSWF）是难以实现的
[39]

。Fourmont 等
[16]

使用了 Kaiser-Bessel 窗作为对 PSWF

的一个极好近似，Dutt 等
[12]

的算法实际上使用了截断的高斯函数
[10]

，Beylkin 算法则是采

用 B 样条曲线作为窗函数的情形，Duijndam 等
[22]

使用了汉明窗调制高斯函数替代了 Dutt

的截断窗，改善了窗函数的特性。 

常用的窗函数如下
[23]

： 

1）高斯窗 
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2）B 样条窗 

 

   

 

2

2

1
, 0

ˆ
1 π

sinc ,

J

J

v M K v

n
K

n
n

K K

 



 



  
     




其他

                     （18） 

3）Sinc 窗 
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4）Kaiser-Bessel 窗 
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  （20） 

其中：常数  π 2 1/b   ， 0I 为 0 阶 Bessel 函数。 

 js v 对  1 js v 的近似和  1 js v 对  jX v 的近似均会引入计算误差，分别称为混叠误差

和截断误差，对以上窗函数，分别有如下误差估计： 

     ,
N

j j
n I

ns v X v C J x


                        （21） 

其中， 
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                （22） 

2.3 相关问题 

2.3.1 矩阵形式 

NDFT 问题（4）可以采用矩阵形式表示： 
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 X Ax                               （23） 

其中， 
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e
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当 为均匀分布网格的情况，即得到傅里叶矩阵 x

  / 2 1, / 2 12π /

/ 2, / 2

N Ni nj N
N j N n N

e
 

 
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NUFFT 算法可以表达如下： 

KX BF D x                              （24） 

其中，B，D 为稀疏阵： 
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N

n n N
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
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 0D 0                      （26） 

2.3.2 转置问题 

另一类常见的 NDFT 问题是，计算， 

 
/ 2 1

2π

/ 2

n

M
i jv

n
n M

Y j x e






                           （27） 

这是已知采样非均匀分布，而目标网格均匀分布的情形，实际上，可利用矩阵形式写成

的形式，相应地，也有类似于算法 1 的快速算法
[23]

。 TY A x

2.3.3 对称性 

由于傅里叶变换的对称性，正反变换形式上只是在指数项上有一个符号的差别，有时

频域和时域数据的地位会发生交换，如时常需要根据已知频域采样，由傅里叶反变换求解

时域数据，可以采用类似的快速算法，也可称作 NUIFFT
[17]

。 

2.3.4 逆问题 

对于（23）式的逆问题，当 为可逆阵，即标准离散傅里叶变换情形，可以简单A
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地得到 ，然而，一般地，需要通过求解最小二乘问题
[17]

，使用迭代算法进行

求解： 

1x A X

 arg min 
x

x X Ax                           （28） 

Kunis 在其论文中
[24]

，对更一般的情形做了深入的讨论。 

2.3.5 多维 NUFFT 

在实际应用中，往往要处理二维或三维的非均匀采样问题，NUFFT 算法可以简单地扩展

到多维情形
[14，23]

。 

2.4 NUFFT 算法的新进展 

NUFFT 算法在得到广泛应用的同时，也不断发展，并催生了一系列新的算法。Kunis

等
[24]

将 NUFFT 算法推广到在频域以特殊方式采样的情形，并以 NUFFT 算法为基础，发展

了快速高斯变换。2007 年，Caporale 等
[25]

提出在目标网格比较密集的情况下，利用奇

异值分解方法来替代通用的窗函数加权，提出了一种新的快速算法。2008 年，Sørensen

等
[26]

将 GPU加速运用在NUFFT计算中，大大提高了运算速度。Potts
[27]

等深入讨论了NUFFT

算法的稳定性，阐述了估计误差和舍入误差对计算稳定性的强烈影响。Jacob 等针对

NUFFT 算法的缺点提出了最优最小二乘 NUFFT 算法（Optimal Least Square NUFFT，

OLS-NUFFT），给出了依据最优最小二乘误差的原则选择插值算子和尺度因子的方法，使

得算法具有了更多的自由度
[28]

。Kunis
[29]

在 Taylor 展开近似方法的基础上做了进一步的

研究，提出了使用多维 Taylor 展开方法的不需要过采样的快速算法，节省了过采样方

法需要消耗的大量存储空间。2009 年，Sammis 等
[30]

将 NUFFT 算法推广到任意维单纯形

如点、线、三角或四面体上，提出了几何非标准快速傅里叶变换（Geometric NUFFT，

GNUFFT）的概念。 

3 NUFFT 在 CT 重建中的应用 

3.1 直接傅里叶重建 

在 CT 重建中，需要从线积分重建图像，即对函数    1 2,f x f x x ，采集到其 Radon 变

换： 

                      （29）    
1 2cos sin

,
x x s

R f s f x x
 


 

  d

傅里叶中心切片定理给出了投影的一维傅里叶变换和图像的二维傅里叶变换之间的关系，

指出对图像在 视角投影的一维傅里叶变换等于图像的二维傅里叶变换在该角度下的一个

切片。直接傅里叶变换方法即以中心切片定理为基础，由不同视角下的投影得到频率域中

采样，从而最终通过反傅里叶变换重建出图像
[40]

。 

遗憾的是，由投影所得的频域采样分布在极坐标网格，而二维反傅里叶变换则要
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求数据按标准直角坐标网格分布，在直接傅里叶重建中，必须在两个网格间对频域数

据进行插值，通用的方法一般是采用径向角向的两步插值，往往需要很大的运算量，

并导致重建图像中存在严重的伪影。Gridding 方法的提出，成为直接傅里叶重建方法

的有效工具。 

Fourmont
[16]

采用了两种重建方法：①直接使用二维 NUFFT 从极坐标采样中重建图像，

这等价于 gridding 方法；②采用一维 NUFFT 由投影得到径向非均匀分布的频域采样，从而

为向直角坐标网格进行角向的线性插值提供了便利。 

Linogram 算法是直接利用特定的同心矩形采样进行反傅里叶变换的成熟算法，将其与

线性插值结合起来，以同心矩形网格为中间网格，可以实现从极坐标采样向直角坐标采样

的变换。Potts 等
[41]

基于 Linogram 算法提出，可以使用一维 NUFFT 直接由投影求出 Linogram

格式所需要的频域同心网格采样，从而避免了插值操作。 

Averbuch 等
[42]

提出了快速极坐标傅里叶变换（Polar FFT，PFFT），也采用了两步插

值方法，引入了伪极坐标网格作为中间网格，在插值时利用分数傅里叶变换或 Chirp-Z

变换减少了计算的复杂度，其算法类似于 Linogram，也可以看做是一种新的 NUFFT 变换

方法。 

为说明 NUFFT 变换在直接傅里叶重建中的有效性，进行如下数值模拟实验。选择原始

图像为 256 × 256 的 Shepp-Logan 图，采用 0 到 180 度范围内的平行束投影，探测器数设

置为 256。采用 Fourmont 提出的二维 NUFFT 方法
[16]

进行重建，重建结果如图 1 中所示，

图 1（a）为原始图像，图 1（b）为利用 NUFFT 方法重建结果。可见，NUFFT 方法有效地实现

了直接傅里叶重建，重建图像中存在一定的伪影，可以通过增加采样数和改进 NUFFT 中的

窗函数来进一步改善重建结果。 

 

       

（a）                                            （b） 

图 1 NUFFT 重建结果 

Fig.1 Results of NUFFT reconstruction 

 

3.2 迭代重建 

迭代重建方法相对于滤波反投影等解析算法，有更好的灵活性，在投影数据不完备情

况下也能重建图像，并且容易引入各种约束条件和先验知识，重建的图像往往具有更高的

精度和质量，因此得到了广泛应用和研究
[43]

。 
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在迭代重建中，往往需要进行反复的投影和反投影操作，需要消耗大量时间。Matej

等
[45]

指出，在平行束投影重建中，利用中心切片定理，可以采用傅里叶变换方法来替代

投影和反投影操作，他们使用 NUFFT 方法，大大减少了运算量，将重建速度提高了 10

倍以上
[44]

。随后，这一方法被推广到了扇束情形。 

3.3 稀疏采样重建 

在图像重建中，往往需要处理有限角度和少量视角问题等稀疏采样情形。2004 年，

Candes 等
[46]

提出了在高度不完备数据下的信号恢复理论，指出只要信号在某个变换域中具

有稀疏性，则可由少量随机采样以相当大的概率精确重建信号，这一理论也往往称之为压

缩感知（compressive sensing）或压缩采样（compressive sampling）。他们将此理论运

用到 CT 图像重建中，由 22 个稀疏投影得到精确重建结果。Maleh 等
[48]

采用了贪心策略解决

不完备数据重建问题，开辟了另一条稀疏采样重建的途径。 

设 为 的有限子集， d f 具有稀疏的傅里叶系数： 

    , 0, 2 π
dik x

k
k

f x c e x



                        （30） 

则可由 f 的 个随机采样恢复出 ，也即由离散傅里叶变换的部分信息重建出稀疏向量。

Kunis 等
[47]

采用了正交匹配追踪算法（Orthogonal Matching Pursuit，OMP）方法来进行求

解，在这一方法中，NUFFT 算法发挥了重要的作用，使得利用随机采样进行重建成为可能。

基于同样的思路，Maleh 等
[48]

将 OMP 算法用于处理梯度稀疏图像的稀疏采样重建问题，提出

了梯度 OMP 算法，由随机采样的傅里叶系数进行重建，取得了很好的效果。他们指出，这

一方法较之传统的 TV 正则化方法具有更高的速度，可以在较大规模的重建问题中发挥出其

优势。 

N kc

4 结束语 

NUFFT 算法经过多年的发展，已经具有成熟的体系，本文对现有的 NUFFT 算法进行了总

结，介绍了最常用的算法格式以及 NUFFT 算法的最新进展，并对 NUFFT 算法在 CT 图像重建

中的应用做了简要介绍。NUFFT 算法的提出，使得采样具有更多的灵活性，不必局限于规整

的均匀网格，为傅里叶变换的实际应用开辟了更广阔的空间，随着 NUFFT 算法日新月异的

发展，必将在更多的领域中发挥出重要的作用。 
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Overview of Nonuniform Fast Fourier 
Transformation 

XUE Hui, ZHANG Li, LIU Yi-nong 

(Department of Engineering Physics, Tsinghua University, Beijing 100084, China) 

Abstract: Nonuniform fast Fourier transformation (NUFFT), as an efficient method for irregular sampling 
problem, is widely used in signal processing. This article gives a review of the history and development of 
NUFFT, followed by a detailed depiction of the general scheme of the algorithm. The newly improvements in the 
past few years is also discussed. Finally, it is shown that NUFFT performs well in CT reconstruction, such as 
Fourier reconstruction, iterative reconstruction and sparse sampling problems. 

Key words: NDFT; NUFFT; CT reconstruction 
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