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摘要：本文综合考虑了图像局部和整体的平滑性，以及最大熵准则，重新建立新的多目标优化

模型，并在求解过程中引入同伦参数加快收敛速度。通过仿真实验，验证了所提算法能较好地

改善有限角度下图像重建的质量及提高重建速度。 
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计算机断层成像（Computed Tomography，CT）技术经过几十年的发展，现在已被广泛

应用于工业无损检测、安全检查以及医学诊断等领域。在投影数据满足 Tuy-Smith 数据完

备性条件
[1－2]

时，CT 成像才能精确重建断层图像。在实际应用中，受检测环境、检测时间以

及检测成本等的限制，扫描角度常常少于 180°，不能获得完整的投影数据。因此，研究在

有限角度下用少量的投影数据进行不完全数据重建就有非常重要的意义。首次将优化原理

用于图像重建的是 Kashyap 和 Mittial
[3]
。优化重建的基本思想是选择一个合理的目标函数

进而找出一种使目标函数达到最优值的有效算法。对于图像重建而言，合理的目标函数有

多种：最小二乘法
[4]
、最小范数法

[5]
、二次方优化

[6]
等。传统的单目标优化算法由于只考虑

单一目标函数，而造成重建结果质量差、伪影严重。本文利用多目标优化理论，针对有限

角度重建的特性，合理选取多个目标函数并建立多目标模型进行重建，取得了较好的效果。 

1 有限角度重建的一般算法 

目前有限角度图像重建算法很多，大致可以分为两类：基于变换的迭代解析重建算法

和基于级数展开的迭代-代数/统计重建算法
[7－8]

。 

1.1 变换法 

变换法的基本思想是通过在几个相关数据空间的迭代（也可以是非迭代）来估计缺失

部分的数据。就 CT 重建而言，一般涉及以下 3个空间：图像空间（image space）、投影空

间（radon space）及频域空间（Fourier space）。常见的算法有 Tomosynthesis 算法
[9]
、
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IRR/GP 算法
[10]

、正交函数法
[11]

。该类算法需要根据先验知识对缺失的数据进行估计，但是

先验知识和约束条件不易加入，因此对数据比较敏感，重建速度也比较慢。 

1.2 迭代法 

从数学角度上看，对有限角度情况下不完全数据的迭代重建算法，相当于求大型欠定

方程组的最优解。相比而言，这种在有限角度情况下基于级数展开的迭代算法比变换法有

着更好的重建效果，能够有效地减少伪影抑制噪声，但是对于这种特殊的方程组求解采取

何种优化准则一直是其发展的瓶颈。 

汪元美等首次引进多准则优化为基础的图像重建理论
[12－13]

，多准则图像重建运用了运

筹学中多目标优化的数学方法，克服了以往重建算法中偏重单个性能指标的不足，使重建

的图像在多个性能指标上与原始图像相一致，产生较满意的结果。但是怎样选取合适的准

则函数，以其求解过程中选取什么样的权系数，一直是该方法面临的问题。本文分别从微

观和宏观考虑不完全投影重建过程中图像相邻像素间的关系和图像整体的平滑性，选取适

当的准则函数，根据多目标优化理论建立多目标优化模型来重建图像。 

2 基于多目标优化的有限角度图像重建模型 

迭代投影重建的数学模型一般表示如下： 

y Ax                                （1） 

式中 y 为实际测量得到的投影数据，A 为投影矩阵，x 为待重建图像。下面是（1）式的具

体创建过程。对于待重建图像 x，其中任一像素 j 对某一射线 i 的投影贡献为： 

ij ij jy = A x                               （2） 

其中， jx 表示待重建图像的第 个像素； 表示像素 对射线 的射线投影贡献；j ijy j i ijA 表示

像素 j 对射线 i 的权值贡献，其定义如下： 

1,

0,

ij

ij

A i j

A






射线 通过像素

其他
                        （3） 

射线 还经过其他像素，其总的射线投影为： i

i ij ij
j j

y = y = A xj                            （4） 

iy 为射线 i 穿过物体后在探测器上得到的投影值
[14]

。 

但是实际情况下，测量误差、噪声影响是不可避免的，所以引入误差 e后投影重建方程

就表示如下： 

 y Ax e                               （5） 
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图像重建就是由 求解y x的方法。 

如上所述，本文将引入如下目标函数： 

1）由于图像中相邻像素间的灰度（或密度）平均来讲是十分接近的，因此为了消除由

于投影数据不完全而造成相邻像素间像素值差异大的影响，我们引入如下目标函数： 

 
2

1

1ˆ
8

j

j
j N k N

kf x x x
 

 
 

 
                          （6） 

式中，N 表示不靠边界的像素集合， jN 表示与 jx 相邻的 8 个像素的集合。因此就要选取使

 1f̂ x 达到最小的 x，其物理意义是尽量使每一个像素值等于周围的 8 个像素的平均值。 

2）考虑图像整体的平滑性。一般情况下图像灰度变化较平缓，即图像较平滑，要考虑

这一情况，应使图像的方差最小，可由如下目标函数表示： 

  
2

1
2

ˆ 



J

j
j xxxf                           （7） 

式中
1

J

j
j

x x J


  为像素值的平均值。要求选择这样的 x，使  2f̂ x 最小，此时图像最平滑。

显然  1f̂ x 和  2f̂ x 在物理意义上是有差别的：  2f̂ x 考虑的是整幅图像的平滑度，而  1f̂ x

只考虑单一像素同其相邻像素间的局部平滑情况。但是考虑到这两个目标函数的相似性，

以及其优化过程的一致性，本文将这两个函数合并成一个目标函数： 

  
2 2

3
1

1ˆ
8

j

J

j k j
j N k N j

f x x x x
  

 
     

 
   x                  （8） 

通过函数  3f̂ x 进行极小化，可以使得同一幅图像以及图像中的各个像素之间具有最大的平

滑性。这样可以通过与其他目标函数的共同作用，增加重建结果的准确性，也能够获得高

质量的图像；此外也进一步加强了对各种噪声的抑制，提高图像重建质量。 

3）考虑适用于投影数据不完全场合的最大熵准则。设已知像素值  1, 2, ,jx j J  的

平均值为 x ，则最多有一个矢量 x，它的所有分量 0, 1jx j J   的平均值为 x ，并使下面

的  4f̂ x 最大，这样将最大限度的增加抗噪声能力和去除边缘伪影的能力。 

 4
1

ˆ ln
J

j

j

jx x
f x

J x J x

  
    

  





                       （9） 

式中的平均值 x 可以根据测得的投影数据进行估计，因为某一射线经过的像素是可知的，

它的射线和是测得的，因此这一射线上的平均像素值也可知，只要考虑覆盖图像区域的一

组射线和就可求得足够数目的射线上的平均像素值，那么就可以计算出 x [15]
。 
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4）为了更好地控制重建图像的精度，使重建误差最小，引进如下约束条件： 

 
1 1

0
I J

ij j i
i j

g x a x y 
 

 
    

 
                      （10） 

式中 为预先设定的常数，用于控制重建的精度。显然， 的理想极限值为零，即重建结果

再投影数据与原始投影数据完全相同。 

基于以上讨论，得到如下多目标图像重建模型 1M ： 
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           （11） 

即 
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
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x

           （12） 

其中 1 2,  是权系数参数，且满足 1 2 1   ， 1 2,  的大小是目标函数权重的衡量。 

3 有限角度图像重建算法实现 

为了避免权系数选取的盲目性，本文借助同伦思想，用同伦参数
[16]

代替权系数构造同

伦映射得到多目标优化模型： 

       

 
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1 1
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               （13） 
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式中  0,1l  ，对应为第 l 个目标函数的同伦参数。 

根据同伦参数的特性，将从 1 单调下降到 0，本文用 Newton 同伦方法
[17]

跟踪求解图

像向量 x，具体步骤如下： 

（1） ，预估步长 ，误差精度0 0,nx R   1 0 0h  0  ，终止参数 ； * 0, 0k  

（2）计算下一个迭代参数 1k  ： 1k k h  k  ；其中， 是某一步长； kh

（3）计算下一个迭代点 1kx  ： ；   1

1 1, ,k k k k k kx x H x H x 
   1

（4）修正步长 ： 1kh 

若  1 1, 1k kH x    .0 ，取 1 0kh   ， 

若  1 1, [0.1,1.0]k kH x    ，取 1 0.1k kh h  ， 

若   3
1 1, [10 ,k kH x  
   0.1]，取  1 1

111 1
,

110 11k kh H x  

 
  
 

1k kh ， 

若   3
1 1, 1k kH x  
   0 ，取 1kh h k ，其中，  0min , 0.95k kh h  ； 

（5）若  1 1,k kH x     及 *
1k   终止；此时即可作为所求近似解，否则继续； 

（6）置 ，转到（2）。 1k k 

4 实验及结果分析 

为了验证本算法的有效性，本文对一工件进行投影仿真并重建，主要参数如下：工件

直径为 40 的铝质圆柱，里面包含 8个直径分别为 2、3、3、4、4、5、6和 5.5 的钢质圆柱

（注：钢和铝纯度为 100％），射线源到物体转轴中心距离 900 mm，旋转中心到探测器的距

离 200 mm。图像大小为 256 × 256，在 0～150
o
范围内均匀选取 150 个扫描角度进行重建。 

由图 3、图 4可以看出，由于投影数据不完全而造成图像边缘模糊、平滑性差且图中小

圆有不同程度的变形；但是用本文中算法重建的图像（图 2）要清晰得多，图像边缘模糊被

有效抑制，图像的灰度变化也较平缓。 

为了更进一步证明本文算法的有效性，表 1 给出了上述几种方法的在同一迭代次数下

的重建时间以及重建误差，其中重建误差 定义为： e

 

 

2

2

ˆj j
j

j
j

x x

e
x






                         （14） 

其中 jx 表示原始图像元素， ˆ jx 表示重建图像元素。 

表 1 是针对图 1 进行的比较，可以看出在相同的迭代次数下，本文提出的算法较传统

多目标重建算法在减小误差方面有明显改善。 

通过比较可以看出，本文所提出的多目标优化模型具有如下优点： 

（1）多目标优化重建算法能够很好地抑制图像边缘伪影，且图像对比度高； 

（2）在迭代次数相同时，所得到的结果较其他算法好； 

（3）在迭代次数相同时，多目标优化模型具有更快的收敛速度。 
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表 1 仿真重建算法性能分析 

Table 1 The performance analysis of the simulation results 

重建算法 迭代次数 误差 迭代时间/s 

本文方法 50 0.125 132.05 

最小二乘单目标算法 50 0.657 200.03 

ART 算法 50 0.232 156.02 

 

  

图 1 原始图像 

Fig.1 The original image 

 

 

图2 本文图像重建算法重建结

果（50 次迭代） 

Fig.2 The reconstruction 
image by using this 
paper’s algorithm 

  

图3 最小二乘单目标算法重建

结果（50 次迭代） 

Fig.3 The reconstruction 
image by using the 
least square single 
objective algorithm 

图 4 ART 算法重建结果（50 次

迭代） 

Fig.4 The reconstruction 
image by using the ART 
algorithm 

 

5 结论 

综上所述，本文针对有限角度情况下投影数据不完全造成重建图像质量差的问题，利

用多目标优化法，在综合考虑了图像局部和整体的平滑性，以及最大熵准则建立多目标优

化模型。此外，在求解过程中借助同伦参数的有界性来加快解的收敛速度。最后，本文利

用最小二乘单目标算法、ART 算法以及本文算法分别做了仿真实验，通过对仿真结果的对比，
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得到文中提出算法的有效性。由于综合考虑多个目标函数，因此能够很好地抑制图像边缘

伪影，且在平滑性、误差、以及重建速率方面均有显著改善。 
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Limited Angle Image Reconstruction Algorithm 
Based on Multi-objective Optimization 

LI Fei, PAN Jin-xiao 

(Department of Mathematics, North University of China, Taiyuan 030051, China) 

Abstract: Single objective optimization algorithm is one of the methods for limited angle reconstruction, but it 
can not make out the exact solution because of the only objective function. So we built the multi-objective 
optimization model by considering the local flatness, global smoothness and the maximum entropy rule. Finally, 
simulations were carried out to verify the proposed method, and the simulation results showed that this algorithm 
can improve the image quality and the speed of reconstruction of limited angle. 

Key words: multi-objective optimization; image reconstruction; homotopy parameter 
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