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基于改进正则化方法的有限角度 CT 图像重建算法  
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摘要：本文提出了一种基于改进正则化方法的有限角度 CT图像重建算法。该算法基于同伦映射

的思想，改进了Tikhonov正则化方法。对于算法中的正则化参数，引入了一种下降速率可调的

连续参数修正方法，有效地避免了由于试探正则化参数而带来的不便，从而提高了求解效率。

实验结果表明，该方法可以快速地确定在该种条件下最优的正则化参数，进而得到较好的重建

结果。 
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计算机断层成像（Computed Tomography，CT）技术现在已被广泛应用于医学诊断、工

业无损检测以及安全检查等领域。CT 技术是通过对物体进行不同角度下的射线投影测量而

获取物体横截面信息的成像技术，已经证明，由完全投影数据可以惟一重建图像
[1]
。但是，

在实际应用中，受检测环境、检测时间以及检测成本等的限制，常常不可能获得完整的投

影数据。因此，研究不完全投影情况下的 CT 图像重建算法，具有十分重要的实用价值。 

不完全数据成像中，大部分都涉及到有限角度图像重建的问题。如果扫描角度小于 180

度，则对其投影数据的重建就属于有限角度重建。现有的 CT 重建算法主要包括解析重建法

和迭代重建法两类。滤波反投影重建算法就属于第一类，其理论基础是中心切片定理，但

是由于上述算法本身的非局部性，不适合有限角度 CT 重建；迭代重建法中比较经典的算法

是 ART（Algebraic Reconstruction Techniques）算法，该类算法可以提高图像的重建质

量，但同时降低了成像速度，虽然近些年来计算机硬件有了突飞猛进的发展，但是该类算

法仍不能够完全满足人们对图像重建速度的要求。 

从数学角度来分析，CT 中的有限角度重建问题相当于求解一个欠定的代数方程组，属

于不适定问题研究范畴，解决这类问题通常需要引入正则化方法。正则化方法是求解反问

题的一种有效方法，该类方法通过引入正则化参数以及镇定泛函将目标泛函连续化，从而

得到解的一个稳定近似，即正则解。但是该类方法中正则参数一般不易确定，通常需要通

过多组实验观察才能得出，即便这样，得到的参数也往往不是最优的。鉴于此，本文基于

同伦映射的思想
[2]
，构造了同伦映射函数，将正则参数（即同伦参数）限制在 (0,1)之间。

此外，引入了一种步长可调的连续正则化参数修正方法
[3]
，有效地避免了由于试探正则化参

数而带来的不便，从而提高了求解效率。 
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1 算法基本原理 

1.1 有限角度 CT 重建的数学模型 

CT 重建的数学模型可归结为： 

p = R x                                （1） 

其中， p 为测量得到的投影数据， R 为投影系统矩阵， x 为待重建物体。下面说明该式的

具体创建过程。 

对于待重建物体 x ，其中任一像素 j 对某一射线 i 的投影贡献为
[4]
： 

ij ij jp r x=                               （2） 

其中， jx 表示待重建物体的第 j 个像素； ijp 表示像素 j 对射线 i 的射线投影贡献； ijr 表示像

素 j 对射线 i 的权值贡献，其定义如下： 

1,

0ij

i j
r


= 


射线 通过像素

，其他
                        （3） 

射线 i 还经过其他像素，其总的射线投影为： 

i ij ij j
j j

p p r x= =∑ ∑                           （4） 

ip 为射线 i 穿过物体后在探测器上得到的投影值。下面的例子直观地说明了上述过程。 
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图 1 3 3× 像素图像的射线投影 

图 1 表示一３×３像素的图像。 1 2 9, , ,x x x⋯ 为相应的像素值，1～8 表示 8 条射线。由

图 1 可见各投影值为： 
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上式可写成更简洁的形式： 

      
9

1

1, 2, , 8i ij j
j

p r x i
=

= =∑ ⋯                        （6） 

或用矩阵表示为： 

   p = R x                                （7） 

式中： 

[ ]T
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R  

把它们推广到 J 个像素 I 条射线的一般情况。此时，x 为含有 J 个元素的列向量，称图

像矢量； p 为含有 I 个元素的列向量，称测量矢量； R 为 I 行 J 列矩阵，称投影系统矩阵。 

有限角度 CT图像重建问题属于不适定问题研究范畴。因此，在有限角度下重建图像的

困难在于： 

1）一般像素数目 J 及射线数目 I 都极大，在迭代过程中运算量很大。 

2）在很多情况下投影数据的个数 I 远小于未知像素数 J ，式（7）是个欠定方程，于是

有无穷多个解。 

3）实际情况下，测量误差不可避免，噪声影响也不可忽视。于是，式（7）所示方程

可能无解。这时必须计及误差，并估计一组解，使它在某一最优准则下达到最佳。 

故对式（7）作如下修正： 

= +p R x e                              （8） 

这里， e 为误差矢量。 

因此，在有限角度下重建图像问题可归结为：根据有限角度下获得的带有噪声的测量

矢量 p ，利用式（8）估计图像矢量 x 。 
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1.2 有限角度 CT 重建的正则化求解 

一般将参量 x 的求解问题转化为求如下最优化问题，求得该问题的最优解即为我们所

需要的解。即： 

min ( )J −x = Rx p                           （9） 

其中， i 为某范数，例如 2 范数。 

一般来说，式（9）是不适定的，解决这类问题通常需要引入正则化方法，而 Tikhonov

正则化
[5]
是其中一种有效的求解方法。该类正则化方法对于给定的正则化参数使下面的函数

达到最小： 

2 2
M α− += R x p x                         （10） 

其中，α 为正则化参数， i 表示 2 范数。 

（10）式对 x 求导，并令导数等于零，可得： 

2 ( ) 2 0
M α∂ = − + =
∂

*R Rx p x
x

                     （11） 

其中， *R 表示对 R 取共轭转置。整理得： 

( )α+ =* *R R I x R p                          （12） 

则可得正则解： 

1( )α −= +* *x R R I R p                         （13） 

从（13）式可以看出，要想求得 x ，必须先给定正则化参数α 。但是，相对理想的α
并不易得到。实际重建过程中，为了得到比较理想的重建结果，一般需要通过多组实验观

察比较，才能最终确定α ，但即便这样，得到的正则化参数α 也往往不是最优的。 

1.3 同伦方法的引入 

同伦思想用数学语言描述如下： 

设 X 和Y 是 nR 的非空子集， x ∈ X ， ,f g ∈Y ， f 、 g 是关于 x 的函数； , :f g →X Y

是 光 滑 映 射 。 对 于 任 意 [0, 1]λ ∈ ， 定 义 ( , ) [0,1]xλ ∈ × X ， 此 时 构 造 函 数

( , ) (1 ) ( ) ( )H x f x g xλ λ λ= − + 。如果对于任意 ( , ) [0,1]xλ ∈ × X ， ( , )H xλ ∈Y 总成立，则称光滑

映射 : [0, 1]H × →X Y 是 f 和 g 之间的一个线性同伦。其中， λ 为同伦参数
[2]
。 

上述思想可直观理解如下，若需要求解的原方程为： 

( ) 0f x =                               （14） 

应用同伦思想求解式（14），可构造原问题的同伦函数： 
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( , ) (1 ) ( ) ( )H x f x g xλ λ λ= − +                       （15） 

其中，λ 为同伦参数， [0, 1]λ ∈ 。显然，当 λ 为 0 时，式（15）完全对应于式（14）；当 λ
为 1 时，式（15）对应于一个简单的函数 ( )g x 。若从式（15）出发，在求解过程中按照某

种方式不断减小 λ 的数值，最终总可以求得原式（14）的解。 

根据上述思路，将（10）式作不动点同伦修正为： 

2 2
( , ) (1 )H λ λ λ= − − +x R x p x                    （16） 

仿照上述推导 Tikhonov 正则化解的过程，可求得（16）式的正则解为： 

1[(1 ) ] (1 )λ λ λ−= − + −* *x R R I R p                     （17） 

式中的 λ 为同伦参数。对比式（16）和式（10），我们可以发现式（10）中的正则化参数α
与式（16）中的同伦参数 λ 有着十分明显的对应关系。因此，我们可以把二者等价起来。 

1.4 正则化参数的选取 

在正则化方法中，如何适当地选择正则化参数（同伦参数）是一个非常关键的问题。

考虑到同伦映射，该正则化参数即同伦参数需要从 1 或接近 1 的数逐渐朝 0 的方向减小。

在迭代开始阶段，该参数应该选择较大，以保证求解的稳定进行，避免由于问题的病态而

引起的不稳定。而随着迭代的进行，该参数应逐渐减小，以使得式（16）不断地逼近式（9）。

故基于同伦映射的思想构造的正则化函数，其正则化参数的选取应遵循以下两个原则： 

1）正则化参数即同伦参数被界定于[0, 1]之间，这样正则化参数的初值可以选择 1 或者

小于 1 的数值，在迭代中按照某种方式稳定地下降。 

2）正则化参数的最终取值为接近于零的数值。 

根据以上两条原则，我们参考人工神经元网络的非线性作用函数，即 Sigmoid 函数： 

1
( )

1 x
f x

e−=
+

                            （18） 

引入如下连续正则化参数的调整公式： 

0( )

1
( )

1 N N
N

e βλ − −=
+

                         （19） 

其中，N 为迭代步数， ( )Nλ 为第 N 步迭代时正则化参数的取值，β 为下降速率参数， 0N 为

初值选取参数。该函数的函数值在 (0,1)之间，并且在正无穷大方向趋近于 0，而不等于 0。 

这里有两个可调参数，即 β 和 0N 。其中 β 用于调整正则化参数的下降速率。该参数取

值越大，正则化参数的下降速度越快，一般建议该参数取为 0.5左右的数值。参数 0N 为迭

代初值，一般可以选为 0～5 之间的整数。 

2 实验结果分析 

我们以经典的 Shepp-Logan 头模型作为研究对象，用本文介绍的方法和 Tikhonov 正则

化方法分别对模拟的投影数据进行了重建。在利用模拟的投影数据进行重建的过程中，主
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要参数选取如下：增强器直径长度 140 mm，射线源到物体转轴中心距离 400 mm，射线源到探

测器中心距离 1000 mm。我们以间隔为 1
o
的 60 个扫描角度下的投影数据为例进行重建，待

重建图像分辨率取为 64 × 64。利用 Tikhonov 正则化方法，正则化参数α 分别取为 0.8，0.6，

0.5，0.4，0.2 时进行重建，其结果如图 2 所示；用本文介绍的方法重建图像，取 0.5β = ，

0 0N = ，重建结果如图 3 所示。 

           
（a）原始图像     （b） 0.8α =        （c） 0.6α =        （d） 0.5α =        （e） 0.4α =        （f） 0.2α =   

图 2 Tikhonov 正则化方法α 不同取值时的重建结果 

            

（a）原始图像                                     （b）本文方法重建结果 

图 3 本文方法重建结果（ 0.5β = ，
0 0N = ） 

为了更方便地评价图像重建的质量，定义均方误差函数如下： 

2

2

( )

( )

k
ij ij

i j

ij
i j

x x

MSE k
x

−
=
∑∑

∑∑

ɶ

                      （20） 

其中， ijx 表示真实图像某点的灰度值， k
xyxɶ

表示第 k 次迭代后重建图像中对应点的

灰度值。需要说明的是，均方误差评价标

准只能在模拟实验中应用。当使用真实投

影数据进行重建时，由于 ijx 未知，该误差

函数不能应用，需要采用其他的评价标

准。 

用本文介绍的方法重建图像，令

0.5β = ， 0 0N = 。从 1N = 开始，利用（19）

式计算出 ( )Nλ 值，将其代入（17）式计

算图像矢量 x ，此时的 MSE 值可根据式

（20）求得。之后，N 加 1，继续上述过

 
图 4 均方误差函数曲线 
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程。图 4 为 10N = 时通过上述过程自动调整正则化参数绘制的均方误差函数曲线。其中，

横坐标表示迭代次数，纵坐标表示迭代过程中的均方误差值。从图中可以看出，经过 5 次

迭代便可以得到我们所需要的结果。 

利用式（20）所示误差函数进行图像质量评价，用本文方法进行图像重建，所得结果

的 MSE 值为 0.026 6。用 Tikhonov 正则化方法进行图像重建，为了得到较好的重建结果，

需要通过多组实验观察来选取较优的正则化参数α ，该过程比较费时。本实验中，α 分别

取为 0.8，0.6，0.5，0.4，0.2，所得结果的 MSE 值见表 1。从表中可以看出，这几种情况

下重建结果的 MSE 值均不如本文介绍的方法。 

表 1 Tikhonov 正则化方法在α 不同取值时的 MSE 值 

3 结论 

本文基于同伦映射思想，构造了新型的正则化函数，并引入了连续的正则化参数调整

方式，避免了正则化参数的盲目选择，可以较快地选择到相对最优的正则化参数，进而得

到了较好的重建图像。可以看出，该方法为实际应用提供了一种较好的解决方案。 
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CT Reconstruction Algorithm from Limited-angle 
Using Modified Regularization Method 
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Abstract: In this paper, a modified Tikhonov regularization CT image reconstruction algorithm from 

limited-angle was proposed. The modified Tikhonov regularization method adopted homotopy mapping to adjust 

the regularization parameter continuously, which increased the efficiency of computation procedure by avoiding 

α  0.8 0.6 0.5 0.4 0.2 

MSE  0.054 6 0.046 3 0.041 7 0.037 2 0.028 2 
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the attempt of the regularization parameter. Experimental results show that the proposed algorithm improved the 

quality of reconstruction image by fixing on the optimization parameter rapidly. 

Key words: limited-angle; image reconstruction; homotopy mapping; regularization 
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