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摘要：本文主要综述应用于 PET/SPECT 领域的统计重建算法，介绍统计重建算法发展的历史，

最新的研究成果及研究方向，总结统计重建算法发展的三个概念：有序子集加速、增量方法和

优化变换。对现有算法进行归纳总结，关注统计重建的发展带来变革的概念和方法，重点论述

算法的思想，勾勒统计重建方法发展的主线。 
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近年来，随着核医学的发展和 PET/SPECT 的广泛应用，包括一些中低能 CT

[1]
的不断涌

现，统计重建方法得到了越来越多的关注。与传统的解析重建（如 FBP 类算法
[2－3]

）相比，

统计重建算法适用于低剂量的放射性条件，具有物理模型准确、对噪声不敏感、易于加入

约束条件的优点。与代数重建（ART）一样，统计重建算法的计算量巨大，但是随着加速算

法和计算机硬件技术的发展，统计重建在实际中得到广泛应用，目前商用 PET/SPECT 系统

都使用统计重建算法。 

统计重建解决的问题有两类，一类是发射型 CT 问题（emission CT，ECT
[4]
），例如

PET/SPECT；另一类是透射型 CT 问题（transmission CT，TCT），其放射源在重建物体外部，

这在 PET/CT 或者 SPECT/CT 混合型系统中广泛存在，用于重建断层的衰减系数来进行

PET/SPECT 重建图像的校正或定位
[5－6]

。相比较，TCT 的问题的求解要比 ECT 复杂。 

统计重建算法基于 Poisson 统计模型，它假设一条投影线上的观测数据满足泊松分布。 

对于 ECT 模型： ~ { [  ] }i i iy Poisson A x r+ ， 1,  2, ,  i N= …  

对于 TCT 模型：
[  ]~ { }iA x

i i iy Poisson b e r− + ， 1,  2, ,  i N= …  

其中 iy 代表一个探测器上的投影数据， i为探测器序列； 1 2( , , , )TNx x x x= ，为重建图

像的向量表示， 1,  2,  ,  j M= …… 为像素序列； { }ijA a= 为投影矩阵， ija 表示从第 j个
像素放射出的光子被第 i个探测器接收到的概率； ib 为第 i个探测器在无被检物时测得的射

线强度；[ ]iAx 表示对第 i个探测器的前向投影过程，通常写成内积形式 ,i ij j
j

a x a x=∑ 。 

统计重建问题最早由 Rockmore
[7]
等人提出，第一次开创性的工作是在上个世纪 80 年代
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初，Shepp
[8]
和 Lange

[9]
等人将期望最大化（EM）算法

[10]
应用于统计重建，EM 算法使求解复

杂的统计重建问题成为可能，随后围绕 EM 算法的改进和算法加速使统计重建算法的研究不

断深入。第二次开创性的工作是 1994 年 Hudson 和 Larkin
[11]

提出的 OS 加速方法，OS 加速

解决了 EM类算法收敛速度慢的缺点，大大提高了统计重建的实用性，随后围绕算法加速和

收敛性的研究迅速展开。 

本文重点关注对统计重建的发展带来变革的 EM 类及其衍生算法，总结了贯穿于统计重

建发展的三个概念：有序子集加速（ordered subset，OS）、增量方法（incremental method）

和优化变换（optimization transfer，OT），尝试勾勒出统计重建方法发展的主线。 

1  统计重建框架和优化准则 

1.1  统计重建框架 

一个完整的统计重建框架包括五部分，如图 1所示。 

①图像的离散化模型 ②系统的物理几何模型
③测量的统计模型(泊松

分布)

④优化准则（似然函数） ⑤求解方法

 

图 1  统计重建框架 

 ①步考虑如何对重建的图像进行建模，一般将图像离散成二维等大的像素矩阵，文献

[12－13]给出了其他可以选择的方式。②步考虑投影矩阵 { }ijA a= 的确定，A与系统的几

何结构和建模方法相关，在 PET/SPECT 系统中， A还包括散射校正、衰减校正等系统校正

因子
[9 ， 14]

。③步确定投影值 iy 的形式，统计重建认为 iy 服从泊松分布，即

~ {[ ] }i iy Poisson Ax ，其他的模型还有移动泊松模型
[15]

。④步引入一定的优化准则。⑤步

在④的基础之上进行问题的求解。 

本文关注④⑤步，优化准则的引入将统计重建问题转化成一个参数估计的问题，而求

解参数估计又将统计重建转化为一个优化问题。统计重建由于大尺度问题，实际中不能直

接求解，只能使用迭代算法，与数学上的优化理论关系密切，因此各种优化方法在统计重

建领域得到了广泛的应用。 

1.2  优化准则 

统计重建问题的“病态性”使只能在一定的优化准则下考虑问题的求解。最常用的似

然 函 数 是 最 大 似 然 准 则 （ maximum likelihood ， ML ） 和 最 大 后 验 概 率 准 则

（maximum-a-posteriori，MAP），也称为“罚”函数似然准则（penalized-likelihood，

PL）。 

ML 准则不能有效的抑制噪声，图像随着迭代深入质量变差
[16－17]

。MAP 准则
[18]

通过引入

先验知识弥补了 ML 的缺点，降低了重建问题的“病态性”。实际中对似然函数和先验取对
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数使其转化为易于处理的加和形式，MAP 和 ML 似然函数具有如下的关系： 

( , ) ( , ) ( )MAP ML priorL x y L x y P xβ= +                   （1） 

( , )MLL x y 和 ( , )MAPL x y 分别为取对数后的 ML 和 MAP 似然函数， ( )priorP x 为取对数后的先

验函数项，β 为表示先验知识作用强度的因子，可看作常数。 

ECT 和 TCT 问题是两个不同的问题，但是其似然函数 ( , )MLL x y 可以统一为公式（2）

的形式： 

1
( ) ( ( ))

N

ML i i
i

L h yλ λ
=

=∑                        （2） 

这为研究算法的性质带来了方便。 

对于 ECT 问题：            ( ) ( ) log( )i i i ih l y r y y r= + − +                     （3） 

对于 TCT 问题：        ( ) ( ) log( )y y
i i i i i ih l b e r y b e r− −= + − +                  （4） 

( , )MLL x y 是严格的凸函数
[9]
，这保证了它只有一个极值点。 ( , )MAPL x y 的凹凸性取决于

先验函数的性质，因此 MAP 问题要比 ML 问题复杂。理想的先验函数具有与 ( , )MLL x y 相同

的凹凸性质，且具有分离变量的形式，但是性质简单的先验函数往往得不到好的效果。常

用的先验函数有具有平滑性质的二次型先验
[19]

，具有边缘保持作用的 Median Root 先验
[20]

和 TV 先验
[21]

等。 

2  统计重建算法优化技术 

贯穿于统计重建算法发展当中有三个概念，有序子集加速、增量方法和优化变换。有

序子集加速和增量方法为算法加速和算法性质优化提供了方法和工具，优化变换则是对 EM

等一大类算法在数学理论上的总结，并给出了构造统计重建算法的框架。 

2.1  有序子集加速（OS） 

EM 类算法
[9]
收敛速度很慢，使其实用性得到限制。1994 年出现的 OS 加速技术

[11]
大大加

快 EM 算法的收敛速度，通过几步迭代就能够得到较好视觉效果的重建图像，使统计重建算

法步入实用阶段。 

OS 加速的思想最早在代数重建（ART）中出现
[22]

，其方法是将投影数据划分为若干子集，

每次只使用子集内的投影数据更新重建图像。通过合理地划分子集和选择子集的顺序，OS

算法在迭代初期能够有效的利用投影数据的不相关性，提高算法的收敛速度
[22]

。OS 的加速

方法具有较好的通用性，任何具有投影序列加和形式的算法都能够从 OS 加速中获益，而在

统计重建问题中，由于投影一般是独立测量的，因此大多数算法都具有这种形式。 

OS 类算法的缺点在于没有完备的收敛性证明。2000 年前后，OS 类算法的收敛性在理论

和实用上得到了改进，出现了收敛的 OS 算法。本文第 5 部分主要介绍 OS 类算法。 
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2.2  优化变换（OT） 

OT 的思想是将复杂的统计重建的优化问题转换成易于求解的优化问题，转换后的问题

一般具有易于优化、分离变量、降低维数的特点。De Pierro
[23]

通过对 ML-EM 算法的分析指

出，EM 算法实质上是将统计重建问题转变为最大化一个期望函数，这个函数称为代理函数

（surrogate function），该代理函数由于具有分离变量的性质而易于求解。Lange
[24]

明确

提出了 OT 的概念，指出通过构造满足如下条件的代理函数 ( )xΦ ： 

   

( ) ( )

( ) ( ),  

( ) ( ) nn

n n n

n

n
x x xx x

x x L x

x x L x x

x x L x
==

Φ =

Φ ≤ ∀

∇ Φ =∇

                    （5） 

并证明了通过在每步迭代中最大化 ( )xΦ ，能够使似然函数的值递增。EM 类算法、Convex

算法、SAGE 算法和 SPS 算法本质上都属于 OT 类算法。OT 概念的提出，既是对现有算法理

论上的归纳总结，也给出了构造统计迭代的算法的框架，通过构造不同的代理函数 ( )xΦ 可

以得到性质各异的算法。Fessler
[25]

指出算法收敛速度与代理函数在迭代点的曲率有关，大

曲率的代理函数的收敛速度更快，这为构造代理函数提供了方向。 

2.3  增量方法（Incremental Method） 

增量方法的概念在其他学科和数学理论
[26]

中出现，但是直到 2000 年前后才在统计重建

问题中得到注意
[27]

。增量方法为统计重建算法的研究提供了理论上的支持和指导方向，其

核心思想是在算法的迭代中不断改变或修正目标量，来改进算法的性质，该目标量可以是

所求结果、中间变量甚至是函数。对于统计重建算法来说，增量方法具有对算法加速和改

进算法收敛性的作用。例如 OS 类算法可以看作是增量梯度方法（incremental gradient 

method）
[28]

；Neal 的增量 EM 算法
[27]

以完备数据空间为增量目标量，提高了 EM 算法的收敛

速度；Fessler
[29]

将增量方法引入 OT 的框架中，通过增量的方法构造代理函数，提出 TRIOT

算法解决了 OS 类的 TCT 算法不收敛的问题。 

3  统计重建算法 

本节介绍主要的统计重建算法，说明算法的思想和适用条件。 

3.1  EM 算法 

针对ECT的 ML问题，Shepp
[8]
和 Lange

[9]
等人将 EM算法

[10]
应用于统计重建，提出了ML-EM

算法。EM 算法认为在更高维的“完备数据空间”（complete data space）要比在投影数据

空间中求解问题更容易。对于 ECT，完备数据空间定义为 { }ijC C= ，其中 ijC 表示从第 j个
单元发射而被第 i个探测器探测到的光子数。ML-EM 算法的迭代过程分 E 步和 M 步，E 步在

空间C上对似然函数求条件期望Q，M 步通过最大化Q对图像向量 x进行估计，最大化Q的

过程要比直接最大化似然函数 ( )L x 容易。ML-EM 算法本质上是 OT 类算法，其代理函数Q是

通过求似然函数在完备数据空间上的条件期望得到。 
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ML-EM 对 ECT 的 ML 问题给出了简洁的显式迭代公式： 

1  
k
j i ijk

j k
iij ij j

j j

x y a
x

a a x
+ = ∑∑ ∑

                       （6） 

k为迭代次数。ML-EM 算法的优点是结果简洁，并且自然地引入了像素值非负的约束。 

针对 TCT 的 ML 问题，EM 算法的 M 步得到的超越方程组不能直接求解，因此不能得到显

式的迭代公式，Lange
[9]
通过 Taylor 展开的方法，给出了近似的迭代公式。Ollinger

[30]
则通

过一步 Newton 法来最大化Q。 

EM 算法使求解统计重建问题成为可能，开创了统计重建这一领域的发展，但是其主要

缺点是收敛速度慢，在对实时性要求较高的系统中并不实用，因此在随后的时间里，围绕

EM 算法的加速研究深入展开。 

3.2  OSL 算法（One-Step-Late） 

对于 ECT 的 MAP 问题 Green
[31－32]

给出了一种通用的近似算法，OSL 算法。OSL 从 EM 算法

推导过程出发，指出对于 MAP 问题，EM 算法需要求解如下的等式方程组 

( ) 0ij
ij

j j

z
a P x

x x
β ∂

− − =
∂

∑ ∑                      （7） 

其中
' '

'

  
 

i ij j
ij

ij j
j

y a x
z

a x
=
∑

。当 β =0 时，OSL 得到与 ML-EM 算法相同的结果。 0β ≠ 时，先验函数

( )P x 的存在导致了 x分量间的耦合，使求解该方程组变得非常困难。OSL 做了近似处理，

使用上一步迭代结果
oldx 来计算先验函数的梯度，即： 

( ) 0
old

ij
ij

j j x x

z
a P x

x x
β

=

∂
− − =

∂
∑ ∑                  （8） 

这样先验函数的梯度项变为常数，OSL 得到的迭代公式为： 

 ( )
old

ijnew
j

ij
j x x

z
x

a P x
x

β
=

=
∂

+
∂

∑

∑
                    （9） 

由于每步迭代中先验函数的梯度项使用上一步迭代得到的图像向量计算，所以称为

“One Step Late”方法。OSL 的出发点是，对于收敛速度较慢的 EM 算法来说，前一迭代点

的梯度跟当前点的梯度差别是很小的。其本质相当于在迭代点对先验函数的梯度项进行

Taylor 展开，将展开式的第一项作为梯度的近似。 

OSL 算法是一种近似算法，在数学上是不严谨的，其算法的收敛性没有得到证明，并且
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也不能保证每步迭代似然函数值的增加，针对不同的先验函数其算法的性质也不相同，但

是由于算法简单，在实际中比较实用。OSL 算法适用于具有连续一阶导数的先验函数，对先

验函数的适用性也比较强。Lange
[19]

针对特殊的情况证明的算法的收敛性，并将 OSL 算法推

广到求解 TCT 的问题。 

3.3  Convex 算法 

De Pierro 的 Convex 算法
[23]

对于统计迭代的发展具有重要意义。对于 ECT 问题，利用

凸函数不等式的性质
[24]

，De Pierro 非常简洁地推导满足 OT 条件（见公式（5））的代理函

数 ( , )kQ x x ： 

1 1

1 1

,

,

( ) log ,  

       log ,   
,  

       log ,   
,  

       ( ,  )

j

M N

i ij j i
i j

kM N
ij ij j k

i i ikk
i j ij ji

kM N
ij j j k

i i ij jkk
i j ji

k

L x y a x a x

a x a x
y a x a x

a xa x

a x x
y a x a x

xa x

Q x x

= =

= =

⎛ ⎞
= − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪⎜ ⎟ − ≥⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
⎛ ⎞
⎜ ⎟− =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑

∑ ∑

∑

，
          （10） 

( , )kQ x x 与 ML-EM 算法 E 步的期望函数相同。Convex 算法的意义在于将函数的凹凸性不等

式引入统计重建算法，为后来算法的研究提供了借鉴意义。Convex 算法的推导简洁明了，

通过函数的数学性质绕过了 EM 的相对复杂的完备数据空间概念，De Pierro 引入的函数的

凹凸性不等式也称为 Convex 技巧，是构造 OT 类算法的一种常用技巧
[24]

。 

Convex 算法也适用于 ECT 的 MAP 问题，其要求先验函数是严格凸性的，二阶导数连续

且有下界，De Pierro 证明了这些约束条件下算法的收敛性
[23]

。Lange
[33]

推广了 Convex 算法

用来求解 TCT 的 MAP 问题，Lange 的算法在求解 M步的最大化问题时等价于求解一个超越方

程组，由于不能得到显式的表达式，Lange 仿照 Ollinger
[30]

使用一步 Newton 法来近似求解。 

3.4  SAGE 算法 

SAGE 算法给出了另外一种思路，从分析 EM 算法的完备数据空间出发，Fessler 指出 EM

算法的收敛速度与完备数据空间的 Fisher Information 有反比的关系
[34]

，并提出通过减小

完备数据空间的 Fisher Information 来加快 EM 算法的收敛速度的方法。 

Fessler 提出“隐藏数据空间”（hidden data space）的概念，其思想是仿照 EM 算法，

构造比完备数据空间更“紧凑”的隐藏数据空间。SAGE 算法对像素进行分组，一组一组地

更新像素值。对每一组，以该组内的像素为变量构造对数似然函数，而固定其他组像素值

不变，然后在该组对应的隐藏数据空间上使用 EM 算法求解。Fessler 在文献[35]和文献[36]

中分别提出了两种构造隐藏数据空间的方法。 

SAGE 算法本质上属于 OT 类算法，适用于 ECT 的 ML
[36]

和 MAP 问题
[35，37]

，其优点是全局

收敛，实验证明 SAGE 要比 EM 算法收敛速度快，也要比 OSL 快。 
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3.5  SPS 算法 

SPS（separable paraboloidal surrogates）算法
[38]

从 OT 的思想出发，通过构造易于

最大化的二次型代理函数简化 EM 算法的计算复杂度。SPS 算法对对数似然函数做二阶

Taylor 展开： 

( ) ( ;  ) ([ ] ;  )k k
i i iL x Q x x q Ax l≥ =∑                   （11） 

其中            21( ;  ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2

k k k k k k
i i i i i i i i i iq l l h l h l l l c l l l= + − + −           （12） 

通过构造二次项系数 ( )ic l 使代理函数 ( ; )kQ x x 满足 OT 类算法的条件（见公式（5））。 

SPS 适用于 ECT 的 ML 和具有 Convex 形式先验的 MAP 问题，Erdogan
[25，39]

将其推广到 TCT 的

ML 和 MAP 问题。对于 ECT、SPS 算法的代理函数具有分离变量的形式，易于最大化，TCT 的

代理函数不具有变量分离的形式，可以使用 De Pierro 的 Convex 技巧进行进一步的变量分

离。 

SPS 算法是全局收敛的，并且满足像素的非负性条件，迭代的初始收敛速度要比 SAGE

快，计算机浮点运算次数也较少。 

3.6  其他统计重建方法概述 

统计重建问题可以看作是一个优化问题，求解优化问题的一般方法同样适用于统计重

建，本文将这类算法称为优化类算法。文献[40-42]基于 EM 算法可看作梯度算法的事实提

出共轭梯度（CG）算法，使用预处理技术进行算法加速；文献[43－44]的坐标下降算法；

文献[45－46]的牛顿类算法；文献[47]的内点算法；其他的优化类算法还包括文献[48－49]

等。优化类算法丰富了统计重建算法的内容，增加了算法的多元性。 

4  OS 加速类算法 

本节详细介绍各种 OS 类算法，与前面介绍的算法相比，OS 加速类算法由于速度上的优

势使其实用性更强。该类算法的缺点在于收敛性的证明，一般来说 OS 类算法是不收敛的，

在实际中易产生有限循环（limit cycle）
[11]

。解决办法之一对算法理论的创新，研究收敛

的 OS 算法，而对于现有的 OS 算法可以通过引入松弛因子，在迭代后期使用收敛算法的混

合型算法来进行改进和解决。 

4.1  OSEM 算法 

Hudson 和 Larkin 提出的 OSEM 算法
[11]

是针对 ECT 的 ML 重建问题，它将投影数据集合划

分为若干互不相交的子集 , 1, 2, ,lS l L= ，迭代在每一个子集上进行，遍历所有的子集完

成一次迭代。OSEM 在每个子集上的迭代公式如下： 

1  l

l

i ij
l

i S il l
j j

ij
i S

y a

x x
a
μ∈+

∈

=
∑
∑

，其中：
1

M
l l
i ij j

j

a xμ
=

=∑                 （13） 
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OSEM 算法是一个经验算法，其迭代公式与 ML-EM 算法相似，只是限制了每步迭代在一

个子集内完成。OSEM 通过几步迭代就能够得到具有较好视觉效果的重建图像，虽然算法是

不收敛的
[11]

，但是由于其简洁性和相比于 ML-EM 大大提高的收敛速度，使 OSEM 在实际中得

到了广泛的应用，为统计重建带来了革命性的飞跃。 

针对 ECT 的 MAP 重建问题，Hudson 和 Larkin 将 OS 的思想应用于 Green 的 OSL 算法（见

公式（9）），提出了 OS-GP 算法
[11]

。相对于原始的 OSL，OS-GP 尽管在数学上也并不严谨，

但是实验表明其收敛速度得益于 OS，加速也大大提高。 

4.2  OSC 算法 

1998 年 Kamphuis 等人提出 OSC 算法
[50]

适用于 TCT 问题，是对 Lange 的 Convex 算法
[33]

的 OS 加速。OSC 得益于 Convex 算法的简洁性和比 EM 算法快的收敛速度，通过 OS 的进一步

加速，使 OSC 成为解决 TCT 问题的实用算法。 

4.3  RAMLA 和 BSREM 算法 

1996年Browne和De Pierro
[51]

针对ECT的ML重建问题提出了RAMLA算法。RAMLA直觉地将

Herman等人的代数重建公式
[22]

中的梯度项用ML代价函数的梯度进行了替换，给出了如下的

重建公式： 

1 1
,  
k

kk

ik k k
j j k j i ji k

y
x x x a

a x
λ+

⎛ ⎞
⎜ ⎟= + −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                （14） 

kλ 为Herman公式中的松弛因子， 0kλ > ， 1k ijaλ ≤ 。 

公式（14）对系统矩阵按行顺序进行迭代，通过引入子集的概念，Browne和De Pierro

给出按照子集进行迭代的RAMLA算法： 

( , ) ( , 1) ( , 1)
( , 1)

1
,l

k l k l k l i
j j k j ij i k l

i S

yx x x a
a x

λ− −
−

∈

⎛ ⎞
⎜ ⎟= + −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑            （15） 

其中松弛因子满足0 1k ijcλ< ≤ ，

p

ij ij
i S

c a
∈

= ∑  

RAMLA 是带有松弛因子的 OS 类算法，当松弛因子
1

k
ijc

λ = 时，RAMLA 等同于 OSEM 算法。

RAMLA 的优点是，通过引入松弛因子 Browne 和 De Pierro 证明了算法的收敛性，弥补了 OSEM

的不足；但是在实际中为了保证算法的收敛速度和收敛性，该松弛因子的选择比较困难，

需要通过实验来进行。 

针对 ECT 的 MAP 重建问题，2001 年 De Pierro
[52]

从 RAMLA 出发进行了简单的扩展，提

出了BSREM算法。BSREM算法实质上是将RAMLA中的 ML梯度项用MAP的梯度进行替换。BSREM

算法每一次迭代分两步，第一步与 RAMLA 相同，借用公式（15）的符号含义 

( , )k k lx x=                             （16） 
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在第二步中单独考虑先验函数的作用，将先验函数的梯度加入算法中 

1 ( )k k k k
kx x D P xλ β+ = + ∇                      （17） 

其中
kD = diag 1 2( ,  ,  , )k k k

Mx x x… 。De Pierro 给出了 BSREM 一个弱收敛性条件，如果迭代

序列收敛，那么一定收敛到 MAP 问题的解。Ahn 和 Fessler
[28]

于 2003 年对 BSREM 算法进行

了改进，引入修正过的比例因子
kD ，改进过的算法去掉了对于 BSREM 收敛性假设条件的依

赖，也使松弛因子的选择更加方便。 

4.4  OS-SPS、OSTR 和 TRIOT 算法 

基于 SPS 算法，Ahn
[28]

提出对 ECT 问题的 OS-SPS 算法，对 TCT 问题，Erdogan
[6]
提出了

OSTR 算法。得益于 OS 加速，OS-SPS 和 OSTR 都比 SPS 算法收敛速度快。OS-SPS 通过引入松

弛因子解决了引入 OS 带来的算法不收敛的问题，而 OSTR 算法是不收敛的。 

为了解决对 OSTR 不收敛的问题，2004 年 Ahn 和 Fessler
[29]

将增量方法引入 OT 框架，

提出了 IOT（incremental optimization transfer）方法。IOT 的思想是在迭代中通过增

量的方式修正 OT 的代理函数，使其利用前步迭代的结果逼近更优的代理函数，从而改进算

法的性质和效率，文献[29]证明了算法的收敛性。应用于 TCT 的问题，Ahn 提出了 TRIOT 算

法，在 OSTR 迭代达到有限循环后，使用 TRIOT 算法继续迭代，这种混合型的算法解决了 OSTR

不收敛的问题。 

4.5  COSEM 算法 

OS-SPS 和 BRREM 都需要引入松弛因子解决 OS 加速带来的算法收敛性问题，而松弛因子

的确定比较困难。2004 年 Hsiao
[53]

等人从完备数据似然函数的角度出发，给出求解 ECT 的

ML 问题的另一种思路。该方法从具有拉格朗日形式的完备数据对数似然函数出发： 

( , , ) log( )

                          log  

complete ij ij j ij j
ij ij

ij ij i ij
ij i j

L x C C a x a x

C C C y

λ

λ

= − + +

⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∑

∑ ∑ ∑
           （18） 

{ }ijC C= 为 ECT 的完备数据空间， ijC 表示从第 j个单元发射而被第 i个探测器探测到的光

子数，满足 ij i
j

C y=∑ 。分别以 C 和 x 为变量最大化 ( ,  ,  )completeL x C λ 可以得到

' '
'

 ij j
ij i

ij j
j

a x
C y

a x
=

∑
和

ij
i

j
ij

i

C
x

a
=
∑
∑

，合并二式可以得到与 ML-EM 相同的结果。同样从拉格朗

日形式的完备数据似然函数出发，Hsiao 引入 OS 加速方法，提出了 COSEM 算法
[53－54]

。 

与 OSEM 只对投影数据子集化不同，COSEM 对投影数据和完备数据空间 { }ijC C= 均做子集
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化。对应于投影数据子集 pS 的完备数据空间子集 pC 定义为{ ,  ,  }ij pC i S j∀ ∈ ∀ ，在子集上

构造对数似然函数： 

1 1

1

( ,  ,  )  log  
 

                           

l

l

L N
ij

complete ij ij j
l i S j ijij j

L

i ij i
l i S j

C
L x C C a x

a x

C y

λ

λ

= ∈ =

= ∈

= − + +

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑∑∑ ∑

∑∑ ∑
      （19） 

仿照上面的方法 Hsiao 得到 ECOSEM 的迭代公式为： 

' '
'

( , 1)

( , 1)
( , )

( , )

,

,

 
    

                    

l

l

k l
ij j

i k l
k l

ij jij j
k l
ij

a x
y i S j

C

C i S j

a x

−

− ∀ ∈ ∀
=

∀ ∉ ∀

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

∑                    （20） 

( , )

( , )
ij

j

k l

k l i

ij
i

C
f

a
=
∑
∑

                            （21） 

ECOSEM 算法改进了 OSEM 算法不收敛的性质，算法收敛到 ML 的解，但是其初始收敛速

度要比 OSEM 算法和 RAMLA 算法稍慢。与其他收敛的 OS 类算法相比，ECOSEM 的优势在于不

需要额外的松弛因子或实验参数。Hsiao
[55－56]

将 ECOSEM 算法推广到求解 ECT 的 MAP 问题。 

5  总结与展望 

统计重建经过 20 多年的发展，已经形成了比较完善的体系结构，本文对现有的算法进

行了总结，指出了对算法发展具有重要意义的三个概念：有序子集加速，增量方法和优化

变换。未来的研究方向在于先验知识对重建图像质量的改善作用、感兴区（ROI）定量性质

的研究
[57]

，和对算法的进一步加速及收敛性研究。 
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Overview of Statistical Reconstruction Algorithms 
WANG Zhen-tian, ZHANG Li, XING Yu-xiang, KANG Ke-jun 

（Department of Engineering Physic, Tsinghua University, Beijing 100084, China） 

Abstract: In this paper, the statistical reconstruction algorithms for PET and SPECT are discussed, including the 
history, the new improvements and the future. Three concepts that have significant meanings in the development 
of statistical reconstruction are summarized: Ordered Subset (OS), Incremental Method and Optimization Transfer 
(OT). In order to show the outline of statistical reconstruction in the past years, this paper focuses on the 
algorithms that have significant innovations in both concept and method, and introduces the main ideas and 
motivations of these algorithms. 

Keywords: statistical reconstruction; nuclear medical imaging; EM; maximum likelihood 
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