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基于 ASD-POCS 框架的高阶 TpV 图像重建算法 

闫慧文，乔志伟 

（山西大学计算机与信息技术学院，太原 030006） 

摘要：总变差（TV）最小化模型目前已广泛应用于图像重建领域，其通过最小化一阶图像梯度

大小变换的 L1 范数实现，能在稀疏投影采集下得到精确的重构。然而，TV 模型是基于分段平滑

的图像的假设提出的，有时会产生阶梯效应。研究发现，高阶总变差（HOTV）模型可以有效压

制阶梯效应，提高重建精度。此外，TpV 模型使用 Lp 范数来逼近 L0 范数，有望进一步提高稀疏

重建能力。鉴于此，本文将 HOTV 模型与 TpV 模型结合，提出一种新的高阶 TpV（HOTpV）重建模

型，采用自适应梯度下降-投影到凸集（ASD-POCS）算法进行求解，分别在理想和有噪声条件下

对灰度渐变仿真模体以及真实CT图像仿真模体进行稀疏重建实验。实验结果显示，相比于TV、TpV

以及 HOTV 三种重建模型，HOTpV 能得到精度最高的图像。 
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自 1973 年计算机断层成像（computed tomography，CT）技术诞生以来，CT 在医疗诊

断以及工业无损检测中得到了广泛的应用。以滤波反投影（filtered back projection，

FBP）算法
[1]
为代表的解析法是一类经典的医学图像重建算法。然而，当投影数据不满足

Nyquist 采样要求时，使用滤波后的反投影算法重建 X 射线 CT 图像就不可避免得会产生条

纹伪影
[2]
。随着压缩感知（compressed sensing，CS）理论

[3]
的提出，迭代法逐渐成为重建

领域中的一个研究热点，这是由于通过假设，CT 图像可以用分段常数函数很好地逼近，其

在梯度变换域中表现出稀疏性。基于该理论，Sidky 等
[4]
于 2006 年提出了一种经典的迭代

式重建算法，即总变差（total variation，TV）最小化算法。近年来，TV 在扇形束 CT
[4]
、

锥形束 CT
[5]
、C-arm CT

[6]
、短扫描 CT

[7]
、正电子发射成像（positron emission tomography，

PET）
[8]
及电子顺磁共振成像（electron paramagnetic resonance imaging，EPRI）

[9]
中均

展现了其高精度图像重建能力。 

然而，TV 算法会将平滑区域也转换为分段常数区域，因此有时会引入不理想的阶梯效

应，此现象在图像恢复以及图像去噪中则更加显著。为解决该问题，2000 年，Chan 等
[10]

提

出一种用于图像恢复的高阶总变差（high-order total variation，HOTV）模型，该模型

明显减少了阶梯效应，同时更好地保留了边缘信息。2013 年，Zhang 等
[11]

提出 TV 与 HOTV
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结合的图像重建复合模型，通过对加权函数的控制克服了单纯使用 TV 方法的缺点。2017

年，胡悦等
[12]

针对 HOTV 模型运算复杂度高，耗时长的缺点，将增广拉格朗日乘子引入 HOTV

图像去噪中，在保留了图像细节等信息的基础上提高了算法的运行速度。2020 年，席雅

睿等
[13]

提出了一种 HOTV 图像重建模型，同时采用 Chambolle-Pock（CP）算法对其进行

求解，有效压制了 TV 算法引入的阶梯效应。 

此外，TV 算法通过最小化图像的 L1 范数实现
[14]

，其稀疏重建能力有限。理论上，正则

化距离 L0 越近，重建中得到的图像质量越高，但是 L0 范数问题是典型的 NP 难问题。于是

2014 年，Sidky 等
[15]

提出了约束总 p 变差（total p-variation，TpV，0 < p ≤ 1）最小化重

建模型，使用 Lp 范数近似 L0 范数，利用图像梯度幅值的稀疏性，在明显降低 CT 投影数据

采样率的情况下进行了精确的图像恢复。2017 年，Cai 等
[16]

提出一种新的基于 TpV 的重建

模型，将 TpV 与 kullback-leibler（KL）数据散度结合，与常用的二次项相比，具有更好

的噪声抑制能力。2018 年，Ma 等
[17]

将自适应 Lp 范数用于

电容层析成像（electrical capacitance tomography，

ECT）中，在节省了采样时间的同时提升了图像质量。同

年，宋洁等
[18]

利用交替方向乘子-Lp（alternating 

direction method of multipliers-Lp，ADMM-Lp）算法

实现了对非凸优化模型的求解，证明了 Lp 范数的稀疏重

建能力。 

鉴于上述 HOTV 和 TpV 模型的优点，本文拟将 HOTV 和

TpV 模型进行糅合，将 Lp 范数引入 HOTV 重建模型，提出

一种高阶 TpV（high-order total p-variation，HOTpV）

重建模型，并设计自适应梯度下降-投影到凸集（adaptive steepest descent-projection 

onto convex sets，ASD-POCS）算法对其进行模型的求解。通过正确性实验对 HOTpV 重建

模型及其计算机实现进行正确性验证，采用灰度渐变仿真模体和真实 CT 图像仿真模体进

行 HOTpV 稀疏重建，并对 TV、TpV、HOTV 以及所设计的 HOTpV 模型的稀疏重建能力进行系

统的比较。 

1  高阶 TpV 重建模型与算法 

不失一般性，本文以平行束 CT 重建为研究背景。在本部分中，以“成像系统模型-最

优化重建模型-模型求解算法-图像质量评价标准”这一方法链展开重建方法描述。 

1.1 D2D（Discrete to Discrete）成像系统模型 

二维平行束 CT 的离散成像模型为： 

g = A f                                  （1） 

其中投影数据向量 g 的长度为 M，每个测量值为 gi，i = 1,2,…,M；待求图像以离散形式表

示为 f，其向量长度为 N，元素表示为 fj，j = 1,2,…,N；系统矩阵 A 由产生每个数据点的 M
行向量 Ai 组成，其矩阵大小为 M × N，A 中元素表示为 Aij，本文中系统矩阵采用射线驱动

模型
[19]

求解，因此 Aij 指的是第 i 条射线穿过第 j 个像素的长度。 

一般情况下，系统矩阵是非常庞大的、欠定的、甚至是病态的，因此线性系统方程（1）

的解无法通过对其直接求逆进行运算，需进一步将其建模为一个最优化问题。 

图 1 fs,t 相邻像素位置关系 

Fig.1 Position relation of 
fs t adjacent pixels 
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1.2 HOTpV 最优化模型 

HOTpV 模型能有效压制 TV 模型引入的阶梯伪影，同时其利用 Lp 范数代替 L1 范数，有

比 HOTV 模型更强的稀疏约束能力，其最优化重建模型可以表示为： 

HOTpV 2
argmin s.t    f f g A f                 （2） 

其中 f 为待测图像， 2
 g Af 表示数据保真项，ε 为数据容差限，表示投影数据和系统

的不一致性； HOTpV
f 为正则项，表示高阶梯度大小变换

2 f 的 Lp 范数，其中
2 f 定义

为： 
2 2 2 2 2= xx xy yx yyf f f f   f                        （3） 

如果用 fs,t 标记某像素值，给定图 1 所示的坐标网格及其相邻像素之间的位置关系，则式（3）

可通过式（4）～式（7）计算得出。 

   , 1, 1, 2, , 1, 2,2xx s t s t s t s t s t s t s tf f f f f f f f                         （4） 

   , 1, , 1 1, 1 , 1, , 1 1, 1xy s t s t s t s t s t s t s t s tf f f f f f f f f                          （5） 

   , , 1 1, 1, 1 , , 1 1, 1, 1yx s t s t s t s t s t s t s t s tf f f f f f f f f                          （6） 

   , , 1 , 1 , 2 , , 1 , 22yy s t s t s t s t s t s t s tf f f f f f f f                         （7） 

那么 HOTpV
f 就可以表示为： 

      

2 2

HOTpV
,

1
2 2 2 2

, 2, 1, , 1, , 1 1, 1 , , 1 , 2
,

=

2 2 2

p p

p
s t

p

s t s t s t s t s t s t s t s t s t s t
s t

f

f f f f f f f f f f       

  

        



 
 
 
 





f f

     （8） 

其中
p

p
 为某向量 Lp 范数的 p 次方，p 值取值范围为（0,1）。当 p 值等于 1 时，上述方法

退化为 HOTV 算法
[20]

。 

1.3 HOTpV 图像重建模型的 ASD-POCS 求解算法 

ASD-POCS 算法框架是 2008 年 Sidky 等
[5]
基于压缩感知理论提出的一种基于约束 TV 最

小化的图像重建迭代算法，该算法采用凸集投影（POCS）增强图像约束，并利用最速下降

法将图像 TV 最小化，本文基于此框架实现对 HOTpV 模型的求解。 

对式（8）进行求导，可得
HOTpV

f 对图像中的每一个像素的偏导数为： 

      
 

   

2
2 2 2 2HOTpV

, 2, , 1, , 1 1, 1 , , 1 , 21,
,

, 2, 1, , 1 1, 1 , 2

2 2
2, , 1, 2, 1, 2, 1 1, 1 2

2 2 2 +

4 4 4 2

2 2

p

s t s t s t s t s t s t s t s t s ts t
s t

s t s t s t s t s t s t

s t s t s t s t s t s t s t s

p f f f f f f f f f f e
f

f f f f f f

p f f f f f f f f



      

     
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
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（9-1） 



 CT 理论与应用研究 30 卷 282

 

      
 

 

1, , 1, 1, 1 , 1

2
2 2 2 2

, 1 2, 1 1, 1 , 1 1, 1 , 1, , 1 , , 1

, 1 , 1, 1 1, , 1

2
1, 1 1, 1 , 1

4 6 2 2 2

2 2 2

4 6 2 2 2

2 2

s t s t s t s t s t

p

s t s t s t s t s t s t s t s t s t s t

s t s t s t s t s t

s t s t s t s

f f f f f

p f f f f f f f f f f e

f f f f f

p f f f f

    



          

    

    

     

           

     

        
 

      
 

2
2 2 2

1, 1 , 1 1, , 1, 1 1, 1, 1

1, 1 , 1 1, ,

2
2 2 2 2

, 2 2, 2 1, 2 , 2 1, 2 , 1 1, 1 , 2 , 1 ,

, 2 , 1 ,

2

2 2 2

2

2

p

t s t s t s t s t s t s t

s t s t s t s t

p

s t s t s t s t s t s t s t s t s t s t

s t s t s t

f f f f f f e

f f f f

p f f f f f f f f f f e

f f f



        

   



            

 

       

   

           

 

（9-2） 

其中 e 是一个很小的正整数，在本文的算法中 e = 10-8
，值得注意的是，该表达式对外面两

层像素是无效的。在实际算法中，采用归一化的 HOTpV 梯度，算法的伪代码如表 1 所示。 

基于 ASD-POCS 框架的 HOTpV 重建算法实现了式（2）中描述的从投影数据重建图像的

优化程序。算法中每次最外层循环均由两部分构成：POCS 和 ASD，POCS 部分为第 5～6 行，

通过代数重建技术（algebraic reconstruction technique，ART）和正向投影实现了数据

的一致性约束，ASD 部分为第

13～17 行，用于最小化图像的

HOTpV 范数，其中第 14 行梯度

的计算由式（9）计算得出。

该算法依赖于 POCS 阶段和梯

度下降之间的平衡，通过用

dtvg 缩放梯度下降步长，使得

POCS 和梯度下降部分保持了

这种平衡。只要梯度下降引起

的图像总变化（dg）不超过

POCS 引起的图像总变化（dp），

整体迭代步骤将使图像估计

更接近成像线性系统的解空

间。关于此算法的更多参数解

释，请参考文献
[5]
。 

1.4 图像质量评价标准 

为了更好地对实验结果

进行定量比较，本文采用均方

根误差（root mean square 

error，RMSE）和峰值信噪比

（peak signal to noise ratio，

PSNR）作为评价指标，计算表达式如下： 

表 1 基于 ASD-POCS 框架的 HOTpV 重建算法 
Table 1 HOTpV reconstruction algorithm based on 

ASD-POCS framework 

算法 1：基于 ASD-POCS 框架的 HOTpV 重建算法 

1：Initialization: β = 1.0; βred = 0.995; ng = 20; α = 0.2; rmax = 0.95; αred = 0.95 
2：f = 0 
3：repeat main loop 
4：  f0 = f  

5：  for i = 1: Nd  do 
g A fi if f Ai A Ai i


 

    POCS (ART) 

6：  for i = 1:Ni  do if 0 then 0f fi i     Enforce Positivity 

7：  fres = f  
8：  g = Af 
9：  20dd g g   

10：  20dp f f   

11：  if{first iteration} then dtvg dp   
12：  f0 = f  
13：  for i = 1:ng  do   HOTpV-ASD loop 

14：    HOTpVfdf f  

15：    
2

df df df  

16：    *f f dtvg df   
17：  end for 

18：  
2

0dg f f   

19：  max red
if * and *dg r dp dd then dtvg dtvg     

20：  red    （公式错误无法修订，已修改） 

21：  until stopping criteria  

22： res
return f  
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2

1

( )
RMSE

N

i i
i

f f

N





                          （10） 

 2

10

2 1
PSNR 10 log

MSE

n   
 
 

                       （11） 

式（10）中 fi表示待重建图像，
if 表示真值图像，N 为图像的像素总数。式（11）中角标 n

是每个采样值的比特数，MSE 由式（10）的平方计算得到。RMSE 用来衡量重建图像与真实

图像之间的偏差，值越大说明重建效果越差；PSNR 作为一种全局的质量评价标准，值越大

表明图像失真越小，重建结果越好。 

2  实验结果与分析 

本节主要包括两部分内容：①采用正确性实验对 HOTpV 重建模型及所设计的 ASD-POCS

算法进行正确性验证；②对如图 2所示的灰度渐变仿真模体和真实 CT 图像仿真模体进行稀

疏重建，比较 TV、TpV、HOTV 以及所设计模型的稀疏重建能力。 

 

 
（a）灰度渐变仿真模体 （b）真实 CT 图像仿真模体 

图 2 真值图像 

Fig.2 Simulation phantom 
 

2.1 正确性研究 

优化模型及其算法实现需要进行正确性验证，以保证模型、算法及其计算机实现是完

全正确的。所谓正确性验证，即在投影数据足够理想且充分的条件下，倘若重建结果图像

与真值图像之间的误差可以充分小，那么我们就认为正确性实验成功
[14]

。 

在本节中，采用经典的 Shepp-Logan 模体来实现对 HOTpV 重建算法的正确性研究。模

体大小为 128 × 128，旋转中心为[64,64]，探测器探元个数为 128，图像像素大小和探测器

探元大小均为 1，在[0,π]范围内均匀选取 360 个投影角度的数据进行重建实验。另外，我

们设定算法的收敛条件为 6'RMSE( , ) 10f f  ，实验过程中的 p 值选取为 0.1，实验迭代次数

为 1 000 次，则重建结果如图 3 所示。 

图 3 中显示了正确性实验的重建结果，由图 3（a）和图 3（b）可以看出，HOTpV 算法

的重建结果图像与 Shepp-Logan 模体的真值图像用肉眼几乎无法分别。另外，图 3（c）和

图 3（d）展示了结果图像与真值图像垂直及水平方向上的中心剖线，图中显示两条曲线均

高度重合，证明了本文提出的 HOTpV 优化模型有着较强的重建能力。 
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（a）Shepp-Logan 模体真值图像 （b）正确性重建结果图像 

 
（c）重建结果垂直中心剖线 （d）重建结果水平中心剖线 

图 3 正确性实验重建结果 
Fig.3 Reconstructing the results of Correctness experiments 

 

（a1） （b1） （c1） （d1） 

（a2） （b2） （c2） （d2） 

注：（a）TV 算法重建结果；（b）TpV 算法重建结果；（c）HOTV 算法重建结果；（d）HOTpV 算法重建结果。第 1 行为

无噪声条件下的重建图像，第 2 行为含噪投影数据重建的图像。

图 4 灰度渐变仿真模体的重建结果 
Fig.4 The reconstruction results of the grayscale gradual simulation phantom 

 

此外，在重建过程中，当仅迭代至 201 次时，重建结果的 RMSE 值就达到了 9.373 e
-7
，

满足了既定的收敛条件，经过 1 000 次迭代重建后，其重建精度已达到了 1.971 e
-8
，表明正

确性实验成功，同时也证明了该模型及其求解算法的正确性。 

2.2 灰度渐变仿真模体重建 

为了验证 HOTpV 优化模型的重建性能，本节首先对如图 2（a）所示的灰度渐变仿真模
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体进行了重建实验。该模体大小为 200 × 200，在[0,π]范围内均匀采集 30 个视角下的投影

数据进行重建实验。在实际扫描过程中，不可避免得会引入噪声，因此本文在理想的投

影数据中加入均值为 0，方差为 0.1 的高斯白噪声，分别将所设计算法与 TV、TpV 以及

HOTV 算法在无噪以及含噪声条件下进行对比实验，其中 TpV 和本文所提出的高阶 TpV 算

法中的 p 值总是选择最优 p 值进行重建，每种重建算法均迭代 500 次使之达到收敛，重

建结果如图 4 所示。 

图 4 中显示了不同重建算法的重建结果图像。图中结果表明，无论在理想还是含噪声

投影数据重建的条件下，TV 和 TpV 算法在渐变仿真模体中均会引入较多的阶梯伪影，TpV

算法重建结果中阶梯伪影则更加严重。另外，图 4 中（c1）和（c2）表明 HOTV 算法虽然可

以压制绝大多数的伪影，但其在解决灰度突变的边界时存在困难，如图中白色箭头所示。

而 HOTpV 算法在灰度渐变模体中表现出了优于其他 3 种重建算法的性能，其重建结果在视

觉上几乎与真值图像难以区分。 

图 5（a）和图 5（b），展示了两种高阶算法重建结果图像水平方向上沿中心线的轮廓，

在第 50 个像素附近发现 HOTV 模型存在一些细小的失真，而 HOTpV 模型的水平中心剖线则

与真值图像几乎完全重合，很好得解决了灰度突变带来的伪影。图 5（c）和图 5（d）研究

了 TV 和 TpV 算法图像在水平方向上沿中心线的剖线，其失真程度被清晰的显现出来。这与

图 4 中我们所得出的结论一致，HOTpV 算法重建得到的结果图像最精确，精度最高。 

 

 
（a）高阶算法无噪声重建 （b）高阶算法含噪声重建 

 
（c）低阶算法无噪声重建 （d）低阶算法含噪声重建 

图 5 灰度渐变仿真模体重建结果水平中心剖线 

Fig.5 Horizontal profile of reconstructed results of grayscale 
gradual simulation phantom 

 

表 2 中显示了灰度渐变仿真模体重建结果的 RMSE 和 PSNR 值。由表 2 可知，HOTpV

模型重建结果的 RMSE 值最小，PSNR 值最大，这意味着 HOTpV 模型可以重建出与真值图

像最接近的结果。 
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表 2 灰度渐变仿真模体重建结果的 RMSE 和 PSNR 分析 

Table 2 RMSE and PSNR analysis of reconstruction results of grayscale 
gradual simulation phantom 

重建条件 评价指标 
算法 

TV TpV HOTV HOTpV 

无噪 
RMSE 0.007 0.009 0.003 0.001 

PSNR 43.679 40.699 50.365 59.347 

有噪 
RMSE 0.015 0.019 0.008 0.006 

PSNR 36.524 34.889 42.674 44.715 

 

（a1） （b1） （c1） （d1） 

（a2） （b2） （c2） （d2） 

注：（a）TV 算法重建结果；（b）TpV 算法重建结果；（c）HOTV 算法重建结果；（d）HOTpV 算法重建结果。第 1 行为

无噪声条件下的重建图像，第 2 行为含噪投影数据重建的图像。 

图 6 真实 CT 图像仿真模体重建结果 

Fig.6 The reconstruction results of the real CT image simulation phantom 
 

（a1） （b1） （c1） （d1） 

（a2） （b2） （c2） （d2） 

注：（a）TV 算法重建结果；（b）TpV 算法重建结果；（c）HOTV 算法重建结果；（d）HOTpV 算法重建结果。第 1 行为无噪

声条件下的重建图像，第 2 行为含噪投影数据重建的图像。 

图 7 图 6 中局部区域重建结果，灰度窗为 [0, 0.2] 

Fig.7 The reconstruction results of local areas in Fig.6, gray window is [0, 0.2] 

 

2.3 真实 CT 图像仿真模体重建 

为了进一步研究本文所提出的 HOTpV 优化模型的特性，本节使用真实 CT 图像仿真模体

进行重建实验，其中图像大小为 128 × 128，如图 2（b）中所示，其余重建条件与 2.2 节保
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持一致，4 种优化模型的重建对比结果如图 6 所示。 

图 6（a）和图 6（b）显示 TV 以及 TpV 算法重建的图像噪声点较多，两种高阶模型重

建结果图像质量不相上下，改变灰度窗为[0, 0.2]后（图 7），可以明显看出 HOTpV 优化模

型中所含噪声点相较于其他 3 种算法明显减少，去噪效果最好。 

表 3 中显示了真实 CT 图像仿真模体重建结果的 RMSE 和 PSNR 值，由表可知，HOTpV 模

型重建结果图像的 RMSE 和 PSNR 均优于 TV、TpV、HOTV 三种重建算法，因此 HOTpV 可以重

建出噪声更小的图像，表明了其对噪声具有较强的鲁棒性。 

 
表 3 真实 CT 图像仿真模体重建结果的 RMSE 和 PSNR 分析 

Table 3 RMSE and PSNR analysis of reconstruction results of the real CT image simulation phantom 

重建条件 评价指标 
算法 

TV TpV HOTV HOTpV 

无噪 
RMSE 0.039 0.039 0.038 0.036 

PSNR 43.679 40.699 50.365 59.347 

有噪 
RMSE 0.049 0.049 0.048 0.047 

PSNR 26.220 26.221 26.458 26.616 

 

3 结语 

本文结合高阶梯度与 Lp 范数提出了一种新的优化重建模型——HOTpV 重建模型，并使

用经典的 ASD-POCS 算法对其进行求解，利用经典的 Shepp-Logan 模体通过正确性实验对

HOTpV 模型及求解算法进行正确性验证，同时采用理想和含噪声投影数据对灰度渐变仿真模

体和真实 CT 图像仿真模体进行重建实验。HOTpV 模型使用图像的高阶导数使得其比 TV 类模

型对图像的细节更加敏感，同时利用 Lp 范数的强稀疏性，在有效压制了 TV 模型引入的阶

梯伪影的同时，能够用较少的投影数据重建出精度更高的图像。 

本文所使用的 ASD-POCS 算法是从物理角度设计出来的，其含有较多的参数，在参数设

置合理的情况下算法才会有较快的收敛速度。若使用 Chambolle-Pock 等算法进行求解，则

可以避免算法参数的人为设定，这将成为本文后续要研究的内容。 
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High Order TpV Image Reconstruction Algorithms 
Based on ASD-POCS Framework 

YAN Huiwen, QIAO Zhiwei 

(School of Computer and Information Technology, Shanxi University, Taiyuan 030006, China) 

Abstract: Total variation (TV) minimization model has been widely used in the field of image 
reconstruction. It can achieve accurate reconstruction under sparse projection acquisition by minimizing L1 
norm of first-order image gradient size transformation. However, the TV model is based on the assumption 
of segmented smooth image, which sometimes leads to staircase effect. Researches show that the high-order 
Total Variation (HOTV) model can suppress the staircase effect effectively and improve the reconstruction 
accuracy. In addition, total p-variation (TpV, 0 < p ≤ 1) model uses Lp

 
norm to approximate L0 norm, which 

is expected to further improve the sparse reconstruction ability. In view of this, this paper combines HOTV 
model with TpV model, a new high-order TpV (HOTpV) reconstruction model is proposed, which is solved 
by adaptive steepest descent-projection onto convex sets (ASD-POCS) algorithm, sparse reconstruction 
experiments are carried out on grayscale gradual simulation phantom and real CT image simulation phantom 
under ideal and noisy conditions. The experimental results show that compared with TV, TpV and HOTV, 
HOTpV can get the highest accuracy image. 

Keywords:  high-order total variation (HOTV);  sparse reconstruction;  compressed sensing (CS);  ASD-POCS 
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